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Abstract 

This article concerns the geometry of algebraic curves in characteristic p > 0. We study 
the geometric and arithmetic properties of the theta divisor G associated to the vector 
bundle of locally exact differential forms of a curve. Among other things, we prove that, 
for a generic curve of genus > 2, this theta divisor Q is always geometrically normal. 
We give also some results in the case where either p or the genus of the curve is small. 
In the last part, we apply our results on Q to the study of the variation of fundamental 
group of algebraic curves. In particular, we refine a recent result of Tamagawa on the 
specialization homomorphism between fundamental groups at least when the special fiber 
is supersingular. 

Introduction 

Le but de ce travail est I'etude geometrique du diviseur theta associe au faisceau des formes 
differentielles localement exactes sur une courbe, en caracteristique p > 0. Rappelons brievement la 
situation. Solent k un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0, X une courbe projective 
lisse connexe de genre g > 1 sur k. Notons Xi I'image reciproque de X par le Frobenius absolu de k, 
Ji sa jacobienne. Soit F : X ^ Xi le Frobenius relatif. Definissons le faisceau B par la suite exacte 
suivante : 

Alors, B est un fibre vectoriel sur Xi de rang p— 1 et de pente g — 1. Le point de depart de cet article 
est le theoreme suivant du a Raynaud (|38|) : pour un faisceau inversible L de degre assez general, 
H^{Xi,B L) = 0. Par consequent, le fibre B possede un diviseur theta Q = Qb, defini comme 
determinant du complexe R/^,(i? (8) 7^), ou / : Xi x Ji — >■ Ji est le morphisme de projection, et V 
est un faisceau de Poincare sur Xi x Ji. C'est un diviseur effectif sur la jacobienne Ji de Xi dont 
le support est I'ensemble des L € Ji tels que H^{Xi,B (X) L) ^ 0. Le diviseur est canoniquement 
attache a la courbe X et algebriquement equivalent a (p — 1) ©class j oii 0ciass designe la polarisation 
principale naturelle de la jacobienne Ji. 

Pour p = 2, B est un faisceau inversible, racine carree canonique du faisceau des formes diffe- 
rentielles sur Xi, et Q est un diviseur theta classique ; en particulier il est normal irreductible et ses 
singularites ont ete intensivement etudiees. 

Par contre, pour p impair, on salt tres pen de choses sur Q, mise a part son existence, connue 
depuis plus de 25 ans. La litterature sur les diviseurs theta des fibres est recente et concerne surtout 
le rang 2. Pour p > 0, nous prouvons que est normal lorsque X est une courbe assez generale. 
Lorsque p = 3 et g > 2, nous montrons que Q est reduit, et qu'il est integre si g = 2 et p = 3. Nous 
donnons aussi des exemples ou n'est pas normal. Pour p > 2, nous ignorons si est toujours 
irreductible. 
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A cote de ses proprietes geometriques, le diviseur theta presente un interet arithmetique : comme 
I'a observe Raynaud, les points de torsion d'ordre n premier a p, contenus dans Q controlent les 
revetements etales cycliques Y X de degre n, tels que la partie nouvelle de la jacobienne de 
Y ne soit pas ordinaire. Du coup, le diviseur a ete utilise pour etudier la variation du groupe 
fondamental en caracteristique p > 0, en fonction de la variation de X ([37], |40) . |44|). Dans ce 
probleme, on rencontre de serieuses difficultes, s'il existe des composantes irreductibles de Q qui 
sont des translates de sous-varietes abeliennes. C'est la raison pour laquelle nous nous interessons a 
cette question, en particulier au chapitre 4. Nous pouvons alors ameliorer les resultats de Raynaud 
et Tamagawa, du moins si la fibre speciale est supersinguliere. 

Analysons brievement le contenu des divers chapitres. 

Le chapitre 1 commence par la definition du diviseur Q. Soit X ^ S une courbe lisse. Lorsque elle 
possede une section, on dispose d'un faisceau de Poincare V sur Xi Ji (ou Ji est la jacobienne de 
Xi/S). On considere R.f^{B ® P), comme un objet de D[!(Ji) la categoric derivee des Ojj -modules 
a cohomologie coherente et a degres bornees. D'apres [38] , ce complexe est concentre en degre 1, par 
suite, Q := R^/^,(i3 (8)7^) est un Oj^-module de dimension projective 1. Le diviseur Q est alors defini 
comme le determinant de Q, et sa construction ne depend pas du choix de faisceau de Poincare V. 
Par consequent, par descente etale, on pent attacher canoniquement le diviseur a n'importe quelle 
S-courbe lisse. Afin d'employer les techniques de degenerescence, on presente aussi une definition de 
pour une S'-courbe semi-stable en suivant une strategic analogue. 

Ensuite, on rassemble les premieres proprietes de a partir de sa definition. Pour une S'-courbe 
lisse, le fibre B est equipe d'un accouplement alterne non-degenere a valeurs dans ^Xi/S faisceau 
canonique de Xi/S. II en resulte que B est auto-dual pour la dualite de Serre. Le diviseur 
est done symetrique, et meme totalement symetrique au-sens de Mumford |30| pour p impair. La 
transformation de Fourier-Mukai intervient pour etablir un lien entre B et le faisceau Q, qui sera 
utile pour montrer certaines proprietes du diviseur pour la courbe generique. La dualite de Serre- 
Grothendieck nous permet de montrer que les faisceaux Q et (— sont en dualite a valeurs dans 
le faisceau canonique de 0. 

Une particularite du diviseur theta, liee au noyau du Verschiebung, est la "propriete de Dirac". 
Cette propriete sera utilisee tres souvent dans I'etude du diviseur 0. Comme dans le cas classique, 
des que > 4, le faisceau Q n'est jamais inversible, en particulier, le diviseur a toujours des 
singularites lorsque la courbe est de genre g > 4. Puis, nous revisitons la demonstration de Joshi 
|21) du fait que le faisceau B est stable lorsque g > 2, en en donnant une preuve plus directe, qui 
fournit aussi un controle effectif du degre des sous-fibres de B. A la fin de ce chapitre, on rassemble 
quelques questions qui se posent naturellement a propos de I'etude geometrique et arithmetique du 
diviseur 0, et qui feront aussi I'objet des chapitres suivants. 

Le chapitre 2 est consacre a I'etude differentielle de 0. On rappelle d'abord le travail de Laszlo 
([24]). sur la multiplicite du diviseur theta universel. Puis, on applique ce resultat a I'etude de 
la multiplicite de 0, en particulier aux points d'ordre p, et met en evidence le role des formes de 
Cartier. Nous faisons egalement I'etude differentielle du schema de Hilbert "H des faisceaux inversibles 
de degre plonges dans B. On examine notamment les points x & H ou Ti est lisse de dimension 
g — 1, ce resultat sera utile dans I'etude de en caracteristique p = 3. 

he but principal du chapitre 3 est de montrer que pour la courbe generique de genre > 2 dans 
I'espace de modules des courbes, le diviseur = 0gen est geometriquement integre et normal. La 
preuve est un peu technique. Elle utilise : (i) les courbes reductibles degenerees, (ii) Taction de 
monodromie, (iii) les deformations des points doubles ordinaires (de codimension 1), (iv) le fait 
que le groupe de Neron-Severi de la jacobienne de la courbe generique est isomorphe a Z, et (v) 
une propriete de GAGA formel pour un schema qui n'est pas forcement propre (qui est montree 
dans SGA2). Examinons par exemple le cas du genre 2. On degenere la courbe generiquG en 
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une courbe Xg semi-stable constituee de 2 courbes elliptiques (ordinaires) generiques se coupant 
transversalement, telles que Paction de la monodromie sur les points d'ordre p soit maximale. Alors 
le diviseur relatif est une courbe semi-stable, a fibre speciale geometrique Qg formee de courbes 
elliptiques telles que la monodromie permute transitivement les points doubles ordinaires. Alors, ou 
bien la fibre generique G,^ est lisse, et I'on gagne, ou bien sa normalisation est formee de courbes 
elliptiques. Ce dernier cas est exclu car la jacobienne de la courbe generique Xy^ ne contient pas 
de courbes elliptiques (|27|). La preuve pour les cas g > 3 se fait par recurrence sur le genre g, en 
utilisant une strategic analogue et les resultats de SGA2. 

Au chapitre 4, nous etudions lorsque g est petit ou lorsque p = 3. Pour p = 3, B est un fibre 
vectoriel de rang 2, et Ton a une certaine prise sur le lieu singulier de G. Cette particularite nous 
permet de montrer que Q est reduit et ne contient pas de composantes irreductibles translatees d'une 
sous-variete abelienne. Si on suppose de plus g = 2, on montre que est integre. Par contre, pour 
une courbe de genre g = 2 en caracteristique p > 5, on ne salt pas si un tel enonce reste valable. 
Toutefois, supposons la courbe X ordinaire (de genre 2), nous montrons qu'aucune composante 
irreductible de Q n'est le translate d'une courbe elliptique. 

Dans le chapitre 5, on donne des applications du diviseur Q a I'etude du groupe fondamental d'une 
courbe en caracteristique p > 0. Le point de depart est le fait suivant : les points de torsion, d'ordre 
premier a p, situes sur le diviseur theta determinent un quotient metabelien du groupe fondamental 
TTi , le y,-^<'™'°''<^ qui rend compte des revetements cycliques finis etales Y ^ X de degre premier a p, 
tels que la "partie nouvelle" de la jacobienne de Y soit ordinaire. Supposons que 7^°'^™'°'''^ sq^^ constant 
quand on passe de la fibre generique geometrique Xf^ a la fibre speciale geometrique Xg- Alors la 
courbe X/S est-elle constante, du moins lorsque Xg est definissable sur un corps fini? Une reponse 
positive permettait de preciser les resultats de Tamagawa. En fait, faute de renseignements suffisants 
sur le diviseur Q et sur la saturation de la torsion, on rencontre des difficultes tres serieuses. Dans 
cet article, on ne pent donner une reponse positive a cette question que dans le cas ou la jacobienne 
de X/S a une fibre speciale supersinguliere. 

1. Le fibre B des formes diff"erentielles localement exactes et son diviseur theta 

1.1 Definition du diviseur theta 

Sauf mention du contraire, S designe un schema localement noetherien de caracteristique p > 
(c'est-a-dire, p ■ Iq^ = 0). 

1.1.1 Le cas relatif lisse. Soit X/S une courbe relative propre lisse a fibres geometriques connexes 
de genre g > 0. Definissons Xi par le diagramme cartesien suivant 

Xi ^X 

Frs 

s — -^s 

ou Frs '■ S S designe le Frobenius absolu. Soit F : X ^ Xi le Frobenius relatif. On dispose de 
la suite exacte courte suivante : 

ou le faisceau B est, par definition, le faisceau des formes differentielles localement exactes sur Xi. 
C'est un fibre vectoriel de rang p — 1 sur Xi. 

Remarque 1.1.1.1 Si 5 = Spec(/c), et si X est la droite projective sur S. Alors B ~ Oxi{—'^)®^ ^ ■ 
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Supposons desormais dans ce chapitre que g > 1. Notons J (resp. Ji) la jacobienne de X/S 
(resp. Xi/S). Alors Ji est I'image reciproque de J/S par le Frobenius absolu Fs ■ S ^ S. Formons 
le carre cartesien suivant 

Jl 

Supposons d'abord que X/S admette une section e € X{S), d'ou une section £i G Xi{S). Soit 
Vs,! le faisceau de Poincare rigidifie sur Xi Xs Ji associe a e (p] 8.2/1 et 8.2/4). Par definition, 
Vs,! est un faisceau inversible sur Xi Xg Ji muni d'un isomorphisme u : j_^{'Ps,i) — Oj^ (ou 
£i,Ji '■ Jl Xi Xs Jl est le changement defini par la section ei € Xi{S)). Considerons le complexe 
Kprj^^^{pr'^^B (S>Vc,i) qui est un objet de D^(Ji), la categoric derivee des complexes de Oj^ -modules 
a degres bornes et a coliomologie colierente. Comme B est un faisceau coherent sur Xi, plat sur 
et a fibres de caracteristique d'Euler-Poincare nuUe, d'apres |29| (chap. 2, § 5 page 46 Theorem) 
^P''^Ji,*{pfx J^^^e,i) S DJ!(Ji) peut etre localement sur Ji represente par un complexe de faisceaux 
en degre et 1 : 

— - • • ■ 

ou JV[^,M^ sont fibres de type fini et de meme rang. 

Rappelons le resultat suivant, qui est notre point de depart pour la theorie du diviseur 0. 

Theoreme 1.1.1.2 (138] theoreme 4-1-1-) Si S = Spec(A;) avec k un corps algebriquement clos de 
caracteristique p > 0. Alors h^{B ® L) = pour L general dans Ji{k). 

II en resulte que la cohomologie de Jlprj-^^^{pr^^B (8> "Pe.i) est concentree en degre 1. Soit Q = 
R^P''Ji,*(P'^Xi-^'^^e.i)' ^-lors la formation de Q commute aux changements de base S" — )• 5" et Q est 
plat sur S. De plus, pour chaque s (z S, det(u)s est injectif et definit un diviseur de Cartier effectif 
relatif sur Ji/S, que Ton note ou simplement Q. Alors est le sous-schema ferme de Ji defini 
par le 0-ieme ideal de Fitting de Q (pour la definition d'ideal de Fitting, voir fS] definition 20.4.). 

Le faisceau Q depend du choix de la section e. Plus precisement, si e' G ^(-S*) est une autre 
section de X/S, e'^ € Xi(S) la section de Xi associee. Notons Vs'^i le faisceau de Poincare rigidifie 
associe a e[, et Q' = R^prj^^* [pr^-^^B (S)Vs'^i)- Par definition du faisceau de Poincare rigidifie, 
■p^,^^ = Ve,i<8)pr*j^e'{V~l. On obtient done 

Q' = RVji,* {pr*x,B = RVji,* {pr*x,B V^,! ® pr*jA*K,l) = 2 ® ^'iK,l 

Done Q et Q' different par tensorisation par un faisceau inversible algebriquement equivalent a zero 
de Jl. 

Par suite, G ne depend pas du choix de la section e € X(S). Par descente etale, on en deduit 
I'existence du diviseur en general (dans le cas ou on ne suppose plus que X/S admette une section). 
De plus, la formation de Q/S est compatible aux changements de base S' — )• S. 

1.1.2 Le cas relatif semi-stable. Soit maintenant X une courbe semi-stable sur S, c'est-a-dire, 
une courbe relative propre plate sur S dont les fibres geometriques sont reduites connexes, avec 
pour seules singularites des points doubles ordinaires. Comme dans le cas lisse, notons Xi I'image 
reciproque de X par le Frobenius absolu Fs : S S, et F : X Xi le Frobenius relatif. 

Comme X/S est semi-stable, le morphisme naturel Oxi -P*(C'x) est universellement injectif 
pour les changements de base 5' — t- S*. Definissons le faisceau coherent B par la suite exacte suivante : 

O^Ox, ^F,{Ox)^B^0. 
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Alors B est un Oxi-Kiodule coherent, plat sur Os dont la formation est compatible aux changements 
de base S' ^ S. 

Notons Picx/s (resp. Ficx^/s) 1^ foncteur de Picard de X/S (resp. de Xi/S), d'apres M. Artin 
([2] 8.3/2), Picx/s (resp. Picxi/s) est representable par un espace algebrique en groupes lisse sur S. 
Notons J (resp. Ji) la composante neutre de Picx/5 (resp. de Picxi/5), d'apres Deligne ([2] 9.4/1), 
J (resp. Ji) est representable par un schema semi-abelien sur S. 

Ensuite, formons le diagramme cartesien suivant : 

Xi xsJi^^X, . 
J I 

Procedons comme dans le paragraphe precedent (§ pour associer a B un diviseur theta 0. 

Lorsque X/S admet une section e G X{S), notons ei € Xi{S) la section de Xi/ S associee a e. Nous 
disposons d'un faisceau de Poincare rigidifie V^^i sur Xi x Ji. On pent done considerer le complexe 
Ji,*{P'^*Xi^ (X) Ve^i) € D[!(Ji). La encore, il y a un seul objet de cohomologie non nul en degre 1 
( |40| la remarque apres la proposition 1.1.2) Q = R^prj^ .^(pr^ B Vg^i). Le diviseur de Cartier Q 
sur Ji est defini comme le 0-ieme ideal de Fitting du faisceau Q. La definition de Q depend du choix 
de la section e G X{S) : soient e' G X{S) une autre section, Q' le faisceau analogue, alors Q et Q' 
different entre eux par un faisceau inversible sur Ji . Done la definition de Q ne depend pas du choix 
de e. Par suite, dans le cas general ou nous ne supposons plus que X/S admette une section, nous 
pouvons encore definir le diviseur theta 0, et sa formation est compatible aux changements de base 
S' S. 

Remarque 1.1.2.1 Dans cette remarque, S = Spec(A;) avec k un corps algebriquement clos de 
caracteristique p > 0. Soient X/k une courbe semi-stable, tt : X X sa normalisee. Alors I'image 
reciproque vri : Xi — > Xi de vr par le Frobenius absolu Frk ■ Spec(A;) Spec(/c) est la normalisee 
de Xi. Notons Ji la jacobienne de Xi, d'apres [2] 9.2/8, Ji est une extension de Ji par un tore T : 

^ T ^ Ji Ji ^ . 

avec V : Ji ^ Ji = Jx^/k niorphisme naturel induit par vri : Xi Xi. Notons B le faisceau des 

formes differentielles localement exactes sur Xi. D'apres la fonctorialite du Frobenius relatif (jlSj. 
Expose XV, § 1, proposition 1(a)), on a un diagramme commutatif 




Alors B = TTi^^:B ([40] la remarque apres la proposition 1.1.2). Notons G C Ji le diviseur theta sur 
Ji associe a B. Alors Q = i^*(0) comme diviseur. 

1.2 Les premieres proprietes de © 

Dans cette section, sauf mention du contraire, S est un schema localement noetherien de carac- 
teristique p > 0, X/S est une courbe propre lisse a fibres geometriques connexes de genre g > 1- 

1.2.1 Auto-dualite. Rappelons que I'on a la suite exacte suivante : 

^ B ^ ^*^x/s " ^Xi/S ^ , 
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dans laquelle la fleche c : F^{Q^^g) — > ^Xi/S d^^igii^ I'operateur de Cartier de X/S. L'application 
if: 9) ^ c{fdg) de F*(C'x) x F*(C'x) definit, par passage au quotient, une application 

bilineaire alternee : 

Proposition 1.2.1.1 ( |38| . § 4.1) Cet accouplement est non-degenere. Done B est auto-dual sous 
la dualite de Serre. 

1.2.2 Le eas ou p = 2. Supposons dans ce numero que S = Spec(A;) avec k un corps algebrique- 
ment clos de caracteristique p = 2. Comme p = 2, le faisceau B des formes differentielles localement 
exactes est inversible sur Xi. Par I'auto-dualite de B (|1.2.1.ip . B est une racine carree canonique 
de ^Xi/k (c'est-a-dire, une theta caracteristique canonique de Xi/k). Le diviseur est done un 
diviseur theta classique symetrique de Ji. Le resultat suivant decoule de la theorie classique des 
courbes algebriques. 

Theoreme 1.2.2.1 ([24j) Gardons les notations ci-dessus. Alors (1) le diviseur Q est irreductible 
et normal; (2) pour tout x G G C Ji, la multiplicite de G en x, notee multa;(G), est egale a 
hP{Xi,B '^Ox^ Lx), oil Lx est le faisceau inversible de degre correspondant a x £ Ji. 

1.2.3 La classe d'equivalence lineaire de Q (eas p > 3). Supposons p > 3 dans ce numero. Pour 
d > 1 un entier, notons x[^^ le produit symetrique de Xi/S, comme Xi/S est lisse, X^^ Test aussi. 
Pour m un entier, notons le schema qui classifie les faisceaux inversibles de degre m sur Xi/S. 

Considerons l'application 

definie par (xi, • • • ,Xg-i) 1— )• Ox{xi + • • • + Xg-i). Son image schematique est un diviseur A de 
realisation canonique du diviseur theta classique Qciass- Comme p > 3, localement sur S pour 
la topologie etale, la courbe Xi/S admet une theta caracteristique, done un diviseur theta classique 
symetrique. 

Proposition 1.2.3.1 ([40] proposition 1.1.4) Si p > 3, Q est un diviseur symetrique de Ji. Si 
de plus, Xi/S admet une theta caracteristique L, alors © est rationnellement equivalent au translate 
de {p — 1)A par . 

Corollaire 1.2.3.2 Le diviseur © est algehriquement equivalent a (p — l)Gciass- 

Supposons p > 3. Notons Kum = Kumj^/^ le S'-schema, variete de Kummer, quotient de Ji par 
{±1}. Alors Kum est un S-schema propre et plat, a fibres geometriques normales, dont la formation 
commute aux changements de base 5" S. Soit U I'ouvert de Ji complement des points d'ordre 
divisant 2, et V son image dans Kum. Alors le morphisme de quotient U ^ V est fini etale de degre 
2. 

Proposition 1.2.3.3 Gardons les notations ci-dessus, et supposons p > 3. Alors G se descend 
canoniquement sur Kumj^/g en © qui est un diviseur de Cartier positif. 

Corollaire 1.2.3.4 Supposons p > 3, alors © est totalement symetrique au sens de Mumford (130], 
Page 305 definition). Pour un point x G Ji d'ordre divisant 2, notons mu\tx{@) la multiplicite de © 
en X, alors mult2:(©) = O(mod 2). 
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Demonstration de la proposition \1.2. ,TM Pour le cas g = 1, la conclusion resulte de la description 
explicite de G pour les courbes elliptiques (corollaire ll.2.7.10|) . On peut done supposer g > 2. 
Comme Q est symetrique, Q\ij se descend en Qy diviseur de Cartier relatif sur V, par descente 
etale. Aux points de x € Kum — V, on a, prof^{0}<ium) ^ 2. Done si le diviseur de Cartier 
existe, son ideal de definition sera egal a i^, ^C'y( — (c i^Oy ~ Okuitl) d'apres SGA2), ou 
i : y — )• Kum est I'inclusion. Pour montrer que ce faisceau d'ideaux est inversible, on peut faire une 
extension etale de S, et done supposer que Xi possede une theta caracteristique, et done un diviseur 
tlieta classique symetrique 0ciass,sym- Alors la norme Nmj^/^um (©class, sym) = ©i 6st un diviseur 
de Cartier sur Kum qui descend 2Bciass,sym- On a vu (proposition ll.2.3|) que et (p — l)Ociass,sym 
sont lineairement equivalents. Alors (j^^^ ®i ^st un diviseur de Cartier sur Kum, qui sur V est 

lineairement equivalent aQy- Finalement, (Ovi—Qv)) — Oxum (— (^i^©i) ) inversible. □ 



1.2.4 Le faisceau Q et la transformation de Fourier- Mukai. Pour un schema abelien A/S, notons 
T : D[:(A) D[!(ylV) le foncteur de Fourier-Mukai pour A defini par 

avec C £ Fic{A Xs A"^) le faisceau de Poincare normalise et vri : ^4 A'^ —?■ A, 112 : A x g A'^ — )■ A^ 
les deux projections canoniques. Pour un entier i, notons J^^{L) le i-ieme faisceau de coliomologie 
de J-{L) pour un objet L e D|!(^). On renvoie le lecteur a ^28j pour les proprietes fondamentales de 
la transformation de Fourier-Mukai, ou a [25j § 1 pour un resume. 

Supposons dans ce numero que X/S admette une section e G X(S). D'ou une section ei G Xi{S), 
et le faisceau de Poincare rigidifie Vi = Ve^i associe sur Xi Xg Ji a Si. Par consequent, Xi/S 
admet un faisceau de Poincare rigidifie V\ = Vi^^i pour la section ei^j^ : Ji Xi Xg Ji- Soit 
ii : Xi — )■ Alb(Xi/5) = le plongement d'Albanese tel que ii(ei) = E J|^. Comme d'habitude, 
notons prj-^ : Xi X5 Ji — )• Ji et prxi '■ Xi Xg Ji —?■ Xi les deux projections canoniques. 

Le faisceau Q. Rappelons d'abord que, par definition, Q = R^prj^^*(pr^^i3 (8) Vi) (§ 1.1.1). 

Lemme 1.2.4.1 (1) Le faisceau Q est en fait un O0-module. 

(2) Soit X G Q un point et notons Q{x) := Q'S)Oe x ^{^)- Alors dimfc(j,)(Q(x)) = 1 si et seulement 
si Q est inversible comme OQ-module dans un voisinage de x £ Q. 

(3) Le faisceau Q est un Oj^-module de Cohen- Macaulay des que S est regulier. 

Demonstration. Les assertions (1) et (2) sont immediates. Pour (3), il suffit de remarquer que Q 
admet, localement pour la topologie de Zariski, une resolution libre de longueur 1 sur Ji (on renvoie 
a § 1.1.1 pour I'existence d'une telle resolution). □ 



Formons le diagramme commutatif suivant 



Xi Xs Jl 
Xi — 



*- Jl X5 Jl — 



J) 



Jl 



s 



dont les carres sont cartesiens. Soit Ci G Pic(Ji XgJi) le faisceau de Poincare normalise. Considerons 
la transformation de Fourier-Mukai du faisceau zi^*i? sur J^, alors on a les isomorphismes canoniques 
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suivants (rappelons que I'on a une identification canonique (Ji)'^ ~ Ji) : 

T{ii^^:B) = R7r2,*(7r*ii^*i? (g) £i) 

- R7r2,*((ii X lj^)^prx^B (g) Ci) 
~ Rprj^^^{pr*x^B (g) £i). 

D'apres le theoreme ll.l.l.2l S admet un diviseur theta, on en deduit que F{ii^ifB) ~ 'R^prj^^^,{pr*x B(^ 
= Q[-l] dans D;!(Ji). 

Un accouplement sur Q. On traduit ci-apres I'auto-dualite de B (proposition ll.2.1.ip pour la 
dualite de Serre en un accouplement entre (— 1)*Q et Q. 

Fixons un isomorphisme a entre B et T^omo^^ (S, $7^^^^) via 1' accouplement anti-symetrique 
sur B. Par exemple, on pent prendre 

a: B ^ Uomox^ {B, ^x^/s) 

donne par b £ B ^ {b, ■) € 'Homox^ (B, 17^^^^). D'apres le tlieoreme de dualite de Serre- Grothendieck 
((18)). on a les isomorpliismes suivants : 

Rnom{Q[-l], Oj,) ~ Rnom{Rprj^^,{pr*x^B ® Vi), Oj,) 

~ Rprjj^^^R'Hom{prxj^B (g) Vi,pr'j^Oj^) 

~ Rprj^^^{nom{pr*x^B ® Vi,pr*x^9}x^is['^]) 

~ Rpr,j,^,{pr*x^nom{B, O^.^/^) ® V^^)[l] 

c^Rprj^^,{pr*x,B(^V{^)[l] 
~ {-lYRprj,,,{pr*x^B(^Vim 

ou le cinquieme isomorphisme est induit par a. Notons (jJq = C?jj(0)|e le faisceau canonique de Q. 
On a done un isomorphisme l-LomoQiQ^^^Q) — ExIq {Q,Oj^) ~ ( — 1)*Q, et un accouplement de 
Oe-modules : 

Remarque 1.2.4.2 Get accouplement depend du choix de 1' isomorphisme a : B ^ T-Lomox^ {B, fi^^^^). 
En fait, soit a' I'isomorphisme entre B et Tiomo^^ (B, ^Xi/s"^ donne par 6 S -B i— > (•, 6) G HoniQ^^ (B, 17^^^^). 
L' accouplement (j)' : (— le)*Q '^Oq Q ~^ ^& defini a partir de a', est alors egal a —(f). 

1.2.5 Le schema de "Hilbert" "H. Dans ce numero, supposons que la courbe propre lisse X/S 
est projective, ce qui est automatique lorsque X/S admet une section ou lorsque g > 2. Fixons un 
faisceau inversible relativement tres ample Oxi (1) sur X. Supposons S connexe, et notons d' le degre 
de Oxi(l) sur une fibre geometrique. De plus, pour m un entier, rappelons que jl™! est le schema 
qui parametre les faisceaux inversibles de degre m sur X/S, en particulier, jt™'! est un torseur sous 
J. 

Definition du schema Ti. Soit d un entier, posons hd{x) = {p — 2)d'x + g — 1 — d G Z[x]. 
Gonsiderons le foncteur 

Quotx\%B ■ (Sch/5) ^ ens 

defini de la maniere suivante : soit T un S'-schema, Quot^^J^ ^{T) est alors I'ensemble des classes 
d'isomorphisme de faisceaux quotients coherents de B plat sur T, ayant hci{x) comme 
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polynome de Hilbert pour le faisceau relativement tres ample 0x1(1)- D'apres Grothendieck |16| . ce 
foncteur est representable par un schema propre l-Ld = Q^^^xZ/i B ^' Soi^nt p\ : Xi X-s'Hd — >■ X\, 
P2 '■ Xi XsHd — ^ 'Hd les deux projections naturelles. Soient Qd le faisceau quotient coherent universel 
de p^B, jCd le faisceau defini par la suite exacte suivante : 

O^Cd^plB^Gd^ 0. 

Comme Gd est plat sur le schema Tid, Cd est plat sur Tid^ et sa formation commute aux changements 
de base T — )• T-Ld- Alors Cd est un faisceau inversible sur Xi xs Hdy de degre d sur les fibres de 
Xi Xs Hd/T-ld- D'ou un morphisme Ud ■ Hd — > Ji defini par Cd- On notera % = T-Lq Q = Qq^ 
a = ao et /3 = /3o dans la suite. 

Remarque 1.2.5.1 Pour x ^ j\ correspondant a un faisceau inversible L de degre — d, la fibre 
de Hd au-dessus de x s'identifie canoniquement a I'espace projectif des droites de ¥l'^{X\^ B 
L) = Hom(L-i,B). 

Lien entre % et le faisceau Q. Rappelons le point de vue fonctoriel introduit par Grothen- 
dieck. Soient S un schema localement noetherien, Q un faisceau coherent. On pent considerer le 
foncteur Vg de la categorie de S'-schemas vers la categories d'ensembles, defini par S' € (Sch/S) 1— )■ 
Hom0g, O5/, Os')- II est represente par le ^-schema affine, spectre de I'algebre symetrique de 

Q. Nous I'appelons le "fibre vectoriel" associe a bien que Q ne soit pas necessairement localement 
fibre. 

Rappelons le resultat suivant de Grothendieck. 

Proposition 1.2.5.2 (EGA III2 7.7.6) Soient S un schema localement noetherien, f : X S 
un S-schema propre. Soit T un faisceau coherent sur X qui est plat sur S. Considerons le foncteur 
T de la categorie de S-schemas Sch/S vers la categorie des ensembles defini par T{S') = T{X Xs 
S',T^Os Os'). 

(1) Ce foncteur T est representable par un fibre vectoriel Vji associe a un Os-fnodule coherent 
TZ sur S. 

(2) Plus precisement, soit 

L' : ... -0 -LO^^LI 

un complexe parfait de Os -modules localement libres de rang fini qui calcule universellement R/^J-", 
et soit u : L^'"^ — >■ L^'"^ le dual de u, alors on peut prendre TZ = coker(u). En particulier, si f : X ^ S 
est une courbe plate et propre, TZ = £xt^(R^ f^{T), Os)- 

On en deduit I'interpretation du fibre projectif (au sens de Grothendieck, EGA II definition 
4.1.1) P{TZ) associe a TZ. 

Corollaire 1.2.5.3 Avec les notations precedentes. Le fibre projectif sur S associe (au-sens de Gro- 
thendieck) au faisceau coherent TZ represente le foncteur T' : (Sch/5) — t- Cns, qui associe a un S- 
schema S' I'ensemble des classes d'equivalence de couples (C',i'), ou (i) C est un faisceau inversible 
sur S' , (a) i' : /'*£' — >■ J^' est universellement injectif (ou f : X Xs S' ^ S' le morphisme naturel) ; 
(Hi) On dit que {C'i,i'i) et {€.'2, 12) sont equivalents s'il existe un Os' -morphisme u : C'l ^ CJ^ rendant 
le diagramme suivant commutatif 

f*C[^T^Os Os' . 
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Revenons au schema Ti et supposons que X/S admette una section e G X{S). Appliquons ces 
considerations avec S = Ji, X = Xi Ji et = B x V ou V est un faisceau de Poincare sur 
^1 Jii on trouve 

Proposition 1.2.5.4 Gardons les notations ci-dessus. Supposons que X/S admette une section 
e G X{S). 

(1) Le foncteur T G (Sch/Ji) ^ T{T Xj^ {Xi X5 Ji),B (g) O Ot) est represents par le fibre 
vectoriel sur Ji associe au faisceau TZ = £xt^{Q, Oj-^) ~ 'Hom{Q,u}Q) (^§ \1.2.4^ . 

(2) Le foncteur %, vu comme Ji-foncteur via le morphisme a : % ^ Ji, est representahle par le 
fibre projectif associe a TZ. 

Corollaire 1.2.5.5 Le morphisme a : 'H — > Ji se factorise a travers Q. 

Demonstration. Par descente etale, on pent supposer que X/S admette une section. On dispose 
done du faisceau Q, et Ti est le fibre projectif associe a Q. Comme Q est a support dans Q, le 
morphisme a : H ^ Ji se factorise a travers Q ^ Ji. D'ou le resultat. □ 

Remarque 1.2.5.6 Lorsque X/S n'a pas de section, le foncteur Quot^^J^ ^ est toujours represen- 
tahle par un Ji-schema, mais au lieu de trouver un fibre projectif, on trouve un fibre de "Severi- 
Brauer". 

1.2.6 Majoration de la multiplicite des composantes de Q. 

Le resultat suivant est bien connu. 

Lemme 1.2.6.1 Soient A une variete abelienne sur un corps k algebriquement clos, L un faisceau 
inversible sur A. Supposons qu'il existe un entier n > tel que soit algebriquement equivalent a 
un faisceau inversible Oa(^) avec S un diviseur effectif ou nul de A, alors C est lui-meme algebri- 
quement equivalent a un faisceau inversible O^(S') avec S' effectif ou nul. 

Demonstration. Si est algebriquement equivalent a Oa, >C I'est aussi. On pent supposer que S 
est un diviseur effectif non nul. Comme Pic^^^ est n-divisible, quitte a remplacer C par un faisceau 
inversible algebriquement equivalent a C, on pent supposer que ~ 0^(2). Soit i? = {x G 
A\T*C ~ qui est une sous-variete abelienne de A. D'apres lemme 1 de |23| (et la preuve du 

theoreme 1 de |23|). on salt que C^\b — Ob- Comme B est une sous-variete abelienne de A, le 
morphisme Pic^y^ Pic^^^ est surjectif. Quitte a tensoriser C par un faisceau inversible d'ordre 
n de A, on pent supposer que C\b — Ob- H y a done un faisceau inversible non degenere Ai sur 
C := A/B tel que C = 7r*M (ici, ir : A ^ C est le morphisme canonique). Or Ai et ont le 
meme indice ( |29j page 159, corollaire), on deduit du theoreme 1 de |23j que H^{A,C) 7^ si et 
seulement si H^{A,£"-) ^ 0. En particulier, H'^{A,£) ^ 0. D'ou le resultat. 

□ 

Proposition 1.2.6.2 Gardons les notations dans la section precedente. Soit a (resp. f3) la classe 
dans NS(Ji) d'un diviseur effectif non trivial de Ji. Notons cl(0) la classe de B dans NS(Ji). 
Supposons cl(0) = aa + 6/3 avec a, b deux entiers positifs. Alors (1) a < p — 1 et b < p — 1 ; (2) Si 
a = p — 1 (resp. si b = p — 1) , alors a = cl(Ociass) (resp. (3 = cl(0ciass)y' et b = (resp. a = 0), oil 
cl(0ciass) designe la classe du diviseur theta classique Odass dans NS(Ji). 

Demonstration. Supposons a > p, alors a — p + 1 > 1. Comme cl(0) = (p — 1) ■ cl(Ociass) dans 
NS(Ji), on a 

(p-l)(cl(Gdass)-a) = ia-p+l)a + b/3. 
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Comme a — p + 1 > 1, {a — p + l)a + 6/3 est la classe d'un diviseur effectif non trivial dans NS(Ji). 
Done cl(0ciass) — Oi pent etre represente par Oj^ (D) avee D un diviseur effeetif non trivial de Ji. On 
en deduit que Odass est algebriquement equivalent a D + D' avee D et D' deux diviseurs effectifs non 
triviaux de Ji. Done un translate de Gciass s'ecirt comme une somme de deux diviseurs effectifs non 
triviaux. D'oii une contradiction avee le fait que la polarisation principale Ociass pour une courbe 
lisse propre et connexe est irreductible (en fait, il existe un morpliisme birationnel X^^~^^ — )■ Ociass) 
ou X^3~^^ designe le {g — l)-ieme produit symetrique de X/k. Par suite, ©dass est integre, meme 
normal). Ceci montre que a < p — 1- De meme, on a b < p — 1. Si on suppose a = p — 1, le meme 
raisonnement nous montre que 6 = 0, la deuxieme assertion s'en deduit. □ 

Remarque 1.2.6.3 Supposons p = 3. Alors on deduit de proposition 11.2.6.21 que ou bien Q est 
reduit, ou bien Q est le double d'un diviseur theta classique. On verra plus loin I4.1.2P que pour 
g > 2, ce dernier cas est exclu. 

1.2.7 "La propriete de Dirac". Dans cette section, k est un corps de caracteristique p > 0. 

Generalites. Soit R une fc-algebre locale de longueur finie. Le socle de R est le plus grand ideal 
de A annule par I'ideal maximal de R. L'algebre R est de Gorenstein si et seulement si son socle est 
engendre par un element ([Q proposition 21.5). 

Soient G un schema en groupes fini commutatif sur un corps k, et R son algebre de fonc- 
tions. Alors R est une intersection complete, et done est de Gorenstein ([8] corollary 21.19). Par 
exemple, si k est parfait et si G est infinitesimal, il existe des entiers rii,--- ,71^ > 1 tels que 
R ~ k[Xi, ■■■ , Xr]/{xf^ , • • • , ) ([7j III § 3, n° 6, corollaire 6.3). Le socle de R est alors I'ideal 
principal engendre par Y[l=i ^ est I'image de Xi dans R. 

Definition 1.2.7.1 ([40j, definition 1.1.1) Une "fonction de Dirac" sur G est un element A G i? 
tel que (i) I'image de A dans Rx soit nulle pour x G G{k) — {0} et (ii) A induit un element non nul 
du socle de G d I'origine. 

Remarque 1.2.7.2 Si / est une fonction de Dirac sur G, et si k' est une extension de k, posons 
G' = G k' , alors / est aussi une fonction de Dirac sur G' . 

Soit / une telle fonction, elle pent etre vue comme un morphisme de schemas f : G ^ A^. Alors 
Z = V{f) C G est le plus grand sous-schema ferme de G ou / s'annule. De plus, il est clair que 
Z — {0} = G—{0}, et si W est un sous-schema ferme de G tel que Z C W C G, alors ou bien Z = W, 
ou bien W = G, c'est-a-dire, Z est un sous-schema ferme maximal de G distinct de G. De plus, ces 
deux proprietes caracterisent / a une multiplication par un fc— scalaire pres. Si G = Spec{R) avee R 
une A;-algebre finie, on a dimfc(i?/(/)) = dimk{R) — 1. 

Lemme 1.2.7.3 Soient G un schema en groupes fini commutatif sur k, f une fonction de Dirac 
sur G, alors le plus grand sous-schema en groupes qui laisse invariant f est trivial. 

Demonstration. Soit N = Spec{R') le plus grand sous-schema en groupes de G qui laisse invariant 
/. Alors Z = V{f) C G est invariant par N. Done dimfci?/(/) est un multiple de dimfcA^. Or 
dimfc(i?/ (/)) = dimfc(i?) — 1, et dimfc(i?) et un multiple de dim^i?'. Ce qui implique que dimfc(i?') = 1 
sauf dans le cas ou dimk{R) = 1, mais la conclusion est triviale dans ce cas. □ 

Definition 1.2.7.4 Soit A une variete semi-abelienne sur un corps k parfait de caracteristique p > 
0. Soit D un diviseur effectif de A. On dit que D satisfait a la "propriete de Dirac" si toute equation 
locale de i5|ker(y) ^si une fonction de Dirac sur ker(y), noyau du Verschiebung V : A ^ A-i (ou 
A-i est I'image reciproque de A par I'inverse de Frobenius absolu sur Spec{k)). 
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Proposition 1.2.7.5 Soient A une variete abelienne sur un corps k parfait de caracteristique p > 0, 
et D un diviseur ejfectif de A satisfaisant d la propriete de Dirac, alors D est ample. 

Demonstration. Soit A' la plus grande sous-variete abelienne de A qui laisse stable D. II suffit de 
montrer que A' est triviale. Comme ker(y|yi/) laisse stable -C'lker(V')) ker(y|^/) est trivial, d'apres le 
lemme[Ll231 □ 

Corollaire 1.2.7.6 Soient A une variete abelienne sur un corps parfait k, D un diviseur effectif 
de A satisfaisant a la propriete de Dirac. Notons Dq la somme des composantes de D passant par 
G A. Supposons que Dq n'est pas trivial. Soit Aq la plus grande sous-variete laissant stable Dq, 
alors Aq est ordinaire. 

Demonstration. En fait, (ker(y|yi(,))° est un sous-groupe de (keiVy qui laisse stable D\(^^j.(^y^y = 
Z)o|(ker(V'))° I d'apres le lemme precedent, on en deduit que (ker(y|^g))° = 0, c'est-a-dire que ker(y 
est etale, done Aq est ordinaire. □ 

Revenons au diviseur 0, 

Theoreme 1.2.7.7 (Propriete de Dirac pour 0, [40] § 1.1) Soient k un corps algebriquement 
clos de caracteristique p > 0, X/k une courbe propre semi-stable. Le diviseur theta C Ji satisfait 
a la propriete de Dirac. 

Remarque 1.2.7.8 Rappelons que c'est en quelque sorte cette "propriete de Dirac" qui permet de 
prouver I'existence de 0. 

Application au cas de genre 1. Pour les courbes elliptiques, on a les resultats suivants dus a 
Tango : 

Theoreme 1.2.7.9 (^45] corollary 8) Soit E une courbe elliptique sur k algebriquement clos de 
caracteristique p > 0. 

(1) Si E est ordinaire, on a un isomorphisme B ~ (Bi'^^Ci, oil {>Cj|l < i < p — 1} U {Oe^} = 

jEApm- 

(2) Si E n'est pas ordinaire, B ~ -Fp_i, oil -Fp-i est le seul fibre semi-stable de rang p — 1 et 
de pente de Ei admettant une section non-triviale (qui est obtenu comme extension successive de 

Comme corollaire, on obtient 

Corollaire 1.2.7.10 Soit E/k une courbe elliptique sur k algebriquement clos de caracteristique 
p > 0, alors 

(1) Si E est ordinaire, est un schema reduit concentre aux points d'ordre p de Pic^^^^. 

(2) Si E est supersinguliere, est un schema concentre au seul point G Pic^^^^ avec une 
multiplicite p — I. 

On donne une demonstration directe suivante, en utilisant la propriete de Dirac pour 0. 

Demonstration de \1.2. 7.101 On sait que est un diviseur effectif de degre p — 1. (1) Si E est 
ordinaire, ker(y : Ei ^ E) est un schema en groupes fini etale de degre p. Done = ker(y) — {0}. 
(2) Si E est supersinguliere, on sait que passe par I'origine. De plus, soit / € Oj^^fi une fonction 
locale de en origine € Jei - Sa restriction a Oker(y) — engendre le socle de k[t]/{tP) (ou t 

est une uniformisante de Oj^^fl). Done / = tP~^(mod t^). En particulier, est de multiplicite p—1 
en E Jei- Done est un schema a support le seul point G Jei avec une multiplicite p—1. □ 
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Remarque 1.2.7.11 On peut decrire la variation de O au voisinage d'un point supersingulier dans 
I'espace de modules des courbes elliptiques. Soit E une /c-courbe elliptique supersinguliere, £"//;; [[t]] 
une deformation verselle de E/k sur k[[t]]. D'apres Igusa ([22j cor. 12.4.4), I'algebre de Lie de 
admet une base e telle que e^^^ = te. Soit G = ker(F : £ — > £i), G'^ son dual de Cartier, alors G"^ 
admet pour equation — tx = 0. Et on a une suite exacte 

^ G ^ £[p] ^ G"^ ^ 0. 

Alors ~ ker(y) C 8i admet pour equation — tx = 0. Par suite Q a pour equation x^~^ —t = 0. 



1.2.8 Un enonce de purete. Le resultat suivant est bien connu pour ©dassi et s'etend aux divi- 
seurs theta de fibres vectoriels. 

Proposition 1.2.8.1 Considerons X/S une courbe lisse admettant une section e € X{S), avec S 
un schema local noetherien regulier de point ferme s. Soit ^ un point generique du ferme W de Q 
oil Q n'est pas inversible (on renvoie a § 1.2.4\ pour la definition de Q). Alors on a 



(1) Codimg(M^, G) = dim(O0,g) < 3 ; 

(2) Si de plus ^ G ©s, et ©^ est geometriquement reduit en ^, on a dim(Oe,5) ^ 1 

(3) Si de plus ^ E Qg, et Qg est geometriquement normal en ^, on a dim(O0_^) > 2. 

Demonstration. (1) On raisonne par I'absurde. Supposons que dim(O0^^) > 4. Comme S est regulier, 
Q est de Cohen-Macaulay (lemme [1.2.4.ip . Done profg(Q) > 4 > 2. De plus, comme S est regulier, 
Oq^^ est un anneau local d'intersection complete de dimension > 4. D'apres le theoreme d'Auslander- 
Buchsbaum (SGA 2, expose XI, theoreme 3.13(2)), le couple (Spec(Oe,5)) parafactoriel. Done 
le faisceau inversible Q|spec(Oe trivial. Compte tenu de la propriete de profondeur de Q 

en ^, on en deduit que Q est inversible en ^, d'ou une contradiction. Montrons (2), supposons que 
dim(Oe^g) < 1, alors dim(C'0^^^) < dim(O0^^) = 0. Done ^ est un point generique de 0^. Or ©^ est 
geometriquement reduit, est generiquement inversible sur ©^ en ^ en vertu du critere de lissite 
(lemme [2.2.21 utilise dans le sens trivial) dans chapitre 2, done Q est inversible sur en ^ (jl.2.4.ip . 
d'ou une contradiction. Un raisonnement similaire nous montre (3). Ceci finit la preuve. □ 

Proposition 1.2.8.2 Soit X/k une courbe lisse de genre g > A. Alors Q n'est pas inversible. En 
particulier, est singulier, et le lieu singulier est de codimension < 3 dans 0. 

Demonstration. D'apres la proposition precedente et le critere de lissite (I2.2.2p . il suffit de montrer 
que 7^ 0, et il suffit done de traiter le cas ou X/k est generique. On raisonne par I'absurde. Sinon Q 
est inversible sur ©. Comme (7 > 4, le morphisme naturel Pic( Ji) — )• Pic(0) est un isomorphisme ( |13j 
Expose XII, corollaire 3.16). Done Q provient d'un faisceau inversible C sur Ji. Comme {—1q)*Q^ 
Q ~ loq, on obtient que {—1)*C (8) i3 — C'ji(0). Par ailleurs, on a la suite exacte suivante : 

^ Oj,{-e) ^ Oj, ^ Oe ^ 0, 

d'ou la suite exacte 

0^Oj,{-Q)(^C^ Q^O. (1) 

Comme X est une courbe generique, le groupe de Neron-Severi NS(Ji) ~ Z avec la classe du diviseur 
theta classique ©dass comme generateur (|27]). Supposons que C est algebriquement equivalent a 
Cji(^ ■ ©class) pour un entier r € Z, alors {—1)*£. est algebriquement equivalent a Oj-^{r ■ ©class)) 
done 2r = p — 1, d'ou une contradiction dans le cas ou p = 2. Supposons desormais p > 3, alors 
r = {p — l)/2. Done (Oj^( — ©) (8> C)~^ et C sont amples. Appliquant la transformation de Fourier- 
Mukai a la suite exacte (1) ci-dessus, et puisque Ji est de dimension g > 4, on obtient une suite 
exacte : 

= j^(Oj,{-e) ^ C) ^ J^£ ^ J^Q ^ T\Oj,{-e) £) = 0. 
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En particulier, J^{Q)^ 0. Or par la propriete de la transformation de Fourier-Mukai ([28] theorem 



2.2), ^o^(5) = -F(Q)[-1] ~ {-lYB[-g]. Done T{Q) = {-l)*B[l-g]. Puisque 5 > 4, J-O(Q) = 0, 



1.2.9 Les sous-fibres de B. Cette section est consacree a I'etude des sous-fibres de B, en parti- 
culier, on donne une nouvelle preuve du fait que B est un fibre vectoriel stable lorsque g > 2, qui 
est plus directe que celle de Joshi fj21j). 

Dans cette section, k designe un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0. 

La stabilite de B pour g > 2. L'existence du diviseur theta entraine deja la semi-stabilite du 
fibre vectoriel B pour une courbe X/k lisse de genre g > 1. De plus, si le diviseur theta Q (pour 
B) est geometriquement integre, le fibre B est alors stable. Mais, on ignore si est integre en toute 
generalite. K. Joshi a donne une preuve directe de la stabilite de B dans |21| . On donne ci-apres une 
nouvelle preuve, qui fournit aussi une borne naturelle sur la pente des sous-fibres de B. 

Lemme 1.2.9.1 Soient K un corps de caracteristique p, K' une extension radicielle de degre p. 
Posons E = K' /K, qui est done un K-espace vectoriel de dimension p — 1. Soit I le noyau du 
morphisme K' i^k K' —?■ K' defini par a ®h ^ ah. 

(1) : L 'application K-lineaire composee (p : I K' (S)k K' ^ E ®k K' est bijective (id, pour 
a = a(S)b £ K' (S)K K' , et X € K' , a ■ X := a Xb). 



(2) : Notons Filj = (f){P'^^) pour z = 0, • • • ,p — 1, les Filj forment une filtration decroissante de 
E ®K K' : 



Soit V <Z E un K-sous-espace de E de dimension n, alors le morphisme naturel V ®k K' — )■ 
E®K K' ^ {E ®K K')/V\\n est injectif. 

Demonstration. (1) : Soient e (z E = K' /K un element non nul de E, e un relevement de e dans 
K'. Considerons e(8)l — l(8>e€ /, alors (j){e 1 — 1 (S) e) = e(8)l. Done (p est surjeetif. Or, vu 
comme K'-espace vectoriel, / et E®k K' sont de dimension p—1, ce qui implique que le morphisme 
surjeetif (j) est en fait bijeetif. 

(2) Clairement, les Filj {1 < i < p) forment une filtration decroissante de E K' . II reste a 
verifier la deuxieme assertion. On raisonne par recurrence sur re. Commengons avec le cas ou n = 1. 
Soient e € E = K' /K un element non nul, e € un relevement de e dans K' . Alors il engendre 
K' comme ii'-algebre. Comme (j)~^{e (8) 1) = e (8) 1 — 1 (8) e, il s'agit de montrer e ^ I^. Puisque e est 
un generateur de K' comme K-algehie, les elements e* (8) 1 — 1 (8 e* {1 < i < p — 1) forment une K' 
base de /. Si e (8) 1 - 1 (8 e e ceci implique que (8 -1 (8 e* G (e (8) 1 - 1 (8 e){K' (8k K') C 
On obtient done P = I, ce qui implique que 1 = 0, d'oii une contradiction. Supposons ensuite que 
I'assertion est verifiee pour < re < r avec r > un entier. Soit {ei, • • • , e^+i} une K-hase de E. 
Soit Ci un relevement de Cj dans K' . Comme K' est une extension de degre p, e\ est un generateur de 
K' comme /C-algebre. Posons t = ei. Les pour i > \ peuvent done s'ecrire sous la forme = Pi{t) 
avec Pi{T) G K\T] un polynome de degre 2 < di < p—\. Quitte a changer la base {cj} de V , on pent 
supposer que les di sont deux a deux distinets. Soit e = X]i=i ^i^i ™ element de E ®k K' qui est 
dans le noyau du morphisme naturel V (8x K' — )• [E ®k K') /Y\[r+i- Par hypothese de recurrence, 
on pent supposer que Ai 7^ 0. i?i>~^(e) = Yl'i=i{^i (8 1 — 1 (8 ei)Aj peut done s'ecrire sous la forme 
suivante : 



d'oii une contradiction. 



□ 



= Filp_i C Filp_2 C • • • C Fill C Filo = E®k K' . 



m / r+2 





i=l \fc=l 
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avec des S K' Soit d : K' —?■ K' la X-derivation telle que d{t) = 1. Alors d s'etend par 
extension des scalaires en une iC'-derivation d ® K' : K' ®k K' K' (^k K' . En appliquant 
d (g> K', on obtient que {d O K'){e) € r+'^. D'ailleurs, {d K'){e) = Xi + J2l=2 ^'(*) ^i- Done 
4>{{d (g) K'){e)) = Ei=2 Pii*) <^ Piit) designe la reduction de Pl{t) modulo K). Comme les 

P/[r] sont des polynomes de degre 1 < < p — 1, et les sont deux a deux distincts, les P-[t\ 
(pour 2 < i < r + 1) engendrent un i^T-sous-espace de dimension r. On a done A2 = • • • = Ar-+i = 
en vertu de I'liypotliese de recurrence. Finalement ei G Fil^+i C Fill, d'ou une contradiction. □ 

Soient k un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0, X une courbe propre lisse 
connexe sur k. Comme d'habitude, soit Xi I'image reciproque de X par le Frobenius absolu de 
Spec(A;), F : X Xi le Frobenius relatif. Alors F*B admet une filtration canonique decroissante. 
Rappelons la construction donnee dans [38]. Considerons le diagramme cartesien : 

Xxx.X^^X . 



P2 



F 



X 

L'image reciproque de la suite exacte 

^ Oxi ^ F,Ox ^B^O 

par F donne la suite exacte suivante : 

O^Ox^ Pi,*(Oxx^,x) ^ F*B ^ 0. 

Mais X Xxi X est le voisinage infinitesimal d'ordre p — 1 de la diagonale de X X et F*{B) est 
I'ideal augmentation definissant la diagonale X. Par suite, F*B admet une filtration canonique par 
des sous-fibres sur X : 

= BpC Bp^i C ■■■ C Bi C Bo = B, 
de quotients successifs Bi/Bij^i ~ fi^^^^. En particulier, si (7 > 2, F*B n'est pas semi-stable. 

Theoreme 1.2.9.2 Soit V <Z B un sous-faisceau coherent de rang r de B. Alors F*V se plonge dans 
F*B/Br via le morphisme naturel F*V F*B F*B/Br. Et par suite, deg(F) < r(l±ilkzii_ 

Demonstration. Comme X est une courbe reduite, et que V est un fibre sur Xi, il suffit de montrer 
que le morphisme F*V — t- F*B/Bn est injectif en point generique de Xi, ce qui resulte du lemme 
precedent. □ 



Corollaire 1.2.9.3 Le fibre vectoriel B est stable pour g > 2. 

Demonstration. Soit V un sous-fibre de rang r < p — 2 de B. D'apres le theoreme ci-dessus, on salt 
miP dPfrCl/^ < '•(r'+iKg-i) Notons X{V) la pente de V. Comme 5 > 2, on a \{V) < (^+^^3-^) < 



(p-i)(g-i) ^ I D'o^ le resultat. □ 
p ^ 

Utilisation des puissances symetriques. Soit L C B un sous-faisceau inversible de B, on va 
construire des sous-faisceaux de B de rang superieur a I'aide de la structure multiplicative de F^{Ox)- 
Soit vr : F^:{Ox) B le morphisme de quotient, et soit E = it~^{L) C F^{Ox), qui est un sous- 
faisceau de rang 2 de F^:{Ox) sur Xi. On a une suite exacte 

0->Ox^-^ E L^O (1) 

ou E est un fibre vectoriel de rang 2 sur Xi. Or F^:{Ox) est un faisceau en algebres, la structure 
multiplicative nous donne une fleche Sym^^ E F^,{Ox), qui est une injection pour < i <p—l. 
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Notons Ei I'image de SyuiQ^E dans F^:{Ox), qui est done un sous-faiseeau de rang i + 1. D'ou une 
filtration de par ses sous-faisceaux 

C ^0 C ^1 C ^2 C • • • C Ep^i C F^Ox) 

de quotients successifs Ei/Ei^i ~ L®' {0 < i < p — 1). Par passage au quotient, on obtient des 
sous-faisceaux J^i := iT{Ei) de B et une filtration 

= Jb C 7"! (= L) C J'2 C • • • C Jp_i C B 

de quotients successifs TijTi^x ~ L®'(1 < i < p — 1) 

Courbes de Tango. On va donner des exemples de courbes qui montrent que la borne donnee 
ci-dessus pour les degres des sous-faisceaux de B est la meilleure possible. 

Definition 1.2.9.4 Une courbe lisse connexe X/k est dite de Tango s'il existe un sous-fibre inver- 
sible L de B avec p ■ deg(L) = 2g — 2. 

Lemme 1.2.9.5 ([45J lemme 12) Pour qu'il existe un diviseur D sur Xi tel que C = Oxi{D) 
soit un sous-faisceau de B, il faut et il suffit qu'il existe f (z K avec div(df) > pD et df ^ (ou K 
est le corps de fonctions de Xi). 

Corollaire 1.2.9.6 Une courbe X/k est de Tango si et seulement s'il existe un diviseur D sur Xi 
et une f K avec div{df) = pD et df ^ 0. 

Exemple 1.2.9.7 On se place sur un corps k de caracteristique 3. Soit P = la droite projective 
et A = A], I'ouvert droite affine de coordonnee t. Soit d > un entier pair. Considerons un polynome 
de degre 3d en t, F^d, dont la derivee F^^ a 3d— 2 racines simples. Par exemple t^'^ — t^'^~^ +t. Soient Oj 
les racines simples de Fg^. Soit X la courbe liyperelliptique, d'equation = Fg^. Notons vr : X ^ P 
le revetement double et hi le point de X au-dessus de a^. Comme d est pair, est I'ensemble des 
points de ramification de vr, et X est de genre {3d — 4)/2. Soit Gd un polynome en t de degre d, 
disons a racines simples cj distinctes des Oi (mais ce n'est pas important). La fonction rationnelle 
/ := F^d/{Gdf a- pour differentielle df , de diviseur ^^ai — 3j^^Cj. Calculee sur X, df a pour 
diviseur 3{Y^-bi — 7r^^(^^. Cj)) (rappelons que ir n'est pas ramifie au-dessus de oo € P). Notons 
M := bi — TT^^C^j Cj))- Alors X est de Tango avec M le faisceau inversible sur X tel que 

p ■ deg(M) = 2g — 2. On renvoie a |41| pour un autre exemple de courbe de Tango qui utilise le 
revetement dArtin-Sclireier de la droite affine. 

Remarque 1.2.9.8 Soient X/k une courbe de Tango, L un sous-fibre inversible de B tel que p ■ 

deg(-L) = 2g — 2. En utilisant les puissances symetriques, on voit qu'il existe des sous-faisceaux 
Ti {0 <i <p-l) de B : 

= C 7"! (= L) C J"2 C • • • C Tp-i C B 
de quotients successifs Ti/Ti-\ ~ < i < p — 1), les Ti sont de rang i et de degre deg(J-i) = 

^(^+l)deg(L) _ »(i+l)(g-l) 
2p p 

Utilisation d'un resultat d'Hirschowitz. Rappelons le theoreme suivant du a Hirschowitz. 

Theoreme 1.2.9.9 (Hirschowitz, [19j theoreme 4.4) Soient X/k une courbe lisse connexe de 
genre g > 2, F un fibre vectoriel stable generique de pente g — 1- Alors F contient un sous-faisceau 
inversible de degre 6 des que 5 < (g — l)/{p — 1). 
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Ceci etant, par deformation et specialisation, tout fibre vectoriel de pente g — 1 sur Xi contient 
un sous-faisceau inversible de degre 5 pour 6 < {g — l)/{p — 1). 

Suivant Tango [45], on note n{X) le degre maximal d'un sous-fibre inversibles de B, on a done : 

Proposition 1.2.9.10 < n{X) < 

1.3 Questions sur le diviseur theta 

Soit X une courbe propre, lisse, connexe, de genre g > 2, definie sur un corps k algebriquement 
clos de caracteristique p > 0. On rassemble dans ce § quelques questions qui se posent naturellement 
dans I'etude geometrique et arithmetique de Q (aussi [40] § 1.4). 

Question 1.3.1 Le diviseur est-il integre ? 

A defaut d'etre irreductible, on peut se demander : 
Question 1.3.2 Le diviseur Q est-il reduit ? 

Si n'est pas irreductible, il y a lieu de repartir les composantes irreductibles en deux types : 

Definition 1.3.3 Soit Qi une composante irreductible de Q, on dit que 0j est principale, si 0j PI 
ker(y) 7^ (ouV:Ji^J est le Verschiebung de J). Sinon, on dit que 0j est secondaire. 

D'apres la propriete de Dirac I1.2.7p . on salt que contient des composantes principales. 
Question 1.3.4 Le diviseur peut-il avoir des composantes secondaires ? 

En etudiant les liens entre et le groupe fondamental de X, les questions suivantes se presentent : 
Question 1.3.5 Toute composante Qi de est-elle ample ? 

A defaut d'etre ample, on peut se demander 

Question 1.3.6 Le diviseur peut-il avoir des composantes irreductibles qui sont des translates de 
sous-varietes abeliennes de Ji ? 

On peut aussi s'interesser a la propriete de Dirac : 

Question 1.3.7 Etant donnee une variete abelienne principalement polarisee par une polarisation 
T, existe-t-il au plus un diviseur positif algebriquement equivalent a (p— l)r qui satisfait a la propriete 
de Dirac ? 

Les resultats suivants sont maintenant connus. D'abord, on salt que si p = 2, le diviseur est 
integre et normal ll.2.2p . Supposons p>3, alors 

- Le diviseur est normal si X est une courbe generale (theoreme 13 . 2 . 21 et theoreme l3.2.3p . mais 
pas necessairement normal si X est speciale I4.1.3p . 

- possede au moins une composante principale qui n'est pas un translate d'une sous-variete 
abelienne ( |40| prop. 1.2.1). 

- Si p = 3, le diviseur est reduit (§ l4.1.2p . et ne possede pas de composante qui soit le translates 
d'une sous-variete abelienne I4.1.3p . 

- Sip = 3et(7 = 2, est integre ftheoreme 14.3.2.1) ). 

- Si g = 2, et X est ordinaire, toute composante de est ample (corollaire 14.2.3.3]) . 
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2. Etude differentielle du diviseur theta 

Dans ce chapitre, k designe un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0. 

2.1 Rappel des resultats de Laszlo 

Soit X/k une courbe lisse connexe de genre g, E un fibre vectoriel sur X de pente g' — 1 et de 
rang r avec h^{X,E) ^ 0. Soit £ une deformation verselle de E sur une base S, en particulier, S 
est un schema local essentiellement lisse sur k, d'espace tangent (rris/m^) ~ H^{X,£nd{E)) au 
point ferme s & S. Par definition, £ est un fibre vectoriel sur X S qui releve E. Si E est simple, 
c'est-a-dire si H^{X,£nd{E)) ~ k (par exemple, si E est un fibre stable sur X), S est done de 
dimension r'^{g — 1) + 1. Alors il existe un diviseur positif Qumv,E sur 5 defini comme le diviseur 
associe au determinant de R/*(i5), ou f : X Xj^ S S est le morpliisme naturel. 

Theoreme 2.1.1 (Laszlo. |24)) La multiplicite de 0univ,E en s est h^{X,E). 

Laszlo etudie I'application donnee par le cup-produit 

H^{X, £nd{E)) (E)k H^{X, E) H^{X, E) 
et montre que pour a general dans H^{X,£nd{E)), I'application 

aU : H^{X,E) ^ H^{X,E) 

est injective done bijective. 

Considerons ensuite U{r,g — 1) I'espace de modules des fibres vectoriels stables de rang r et de 
pente g — 1- II existe un changement de base etale V — >■ U{r,g — 1), et une certaine "famille de 
Poincare" de fibres vectoriels stables <E de rang r et de pente g — 1 au-dessus de X. Le determinant 
de R/^(C;) (oii /' : X x V — )• V est le morphisme naturel) definit un diviseur positif sur V qui ne 
depend pas du clioix de <B. On obtient done, par descente etale, le diviseur theta universel Guniv sur 
U{r,g-1). 

Supposons maintenant E stable, et que h?{X,E (8) L) = pour L inversible de degre general 
dans la jacobienne J de X. Alors E possede un diviseur theta Qe-, qui est un diviseur positif de J 
defini comme determinant de Iiprj^^:{E ®Ox ^) avec prj : X x^ J ^ J \e morphisme naturel et V 
un faisceau de Poincare sur X x^ J- L'application L ^ E L definit une application de J dans 
U{r,g — 1), et est I'image reciproque du diviseur Ouniv par cette application. Fixons un point x 
de 0^ correspondant au faisceau inversible L de degre 0. On a une application naturelle 

a:Ox^ £nd{E (g) L) 

qui envoie une section locale t de Ox sur I'homothetie de E ® L associee a t. D'ou une application 

H^{X, Ox) H^{X, £nd{E L)). 
On deduit de l2.1.1l la proposition suivante : 

Proposition 2.1.2 (Laszlo) (1) On a mult^(e£;) > h^{X,E®L) ; 

(2) II y a egalite si et seulement si pour a € H^{X,Ox) assez general, I'application 

aU: H^{X,E®L) ^ H^{X,E^L) 

est bijective; 

(3) Lorsque @e Gst lisse en x, I'espace tangent a Qe en x est le noyau de 

{X, Ox ) ^ Honifc {H^{X,E ® L),H'^{X,E ® L)) 
defini par a G H^{X, Ox)^ a\Je YLomk{H^{X, E (g) L) , H^X , E (E) L)) . 
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2.2 Application a B. 

Desormais dans ce chapitre, X designe une courbe propre lisse connexe de genre g > 1 sur k, et 
Xi I'image reciproque de X/k par le Frobenius absolu F : Spec(A;) — ?> Spec(A;). Notons J (resp. Ji) 
la jacobienne de X/k (resp. de Xi/k), et Q ^ Ji le diviseur theta associe au fibre B des formes 
differentielles localement exactes sur Xi. 

Rappelons que I'on a un produit alterne sur B a valeurs dans ^Xi/k ' 

(.,.): B®o^^B^n],^/,. 

Pour L un faisceau inversible sur Xi, via risomorphisme H^{Xi,B ® L) ^ Hom©^^ (L^^,B), on a 
done un accouplement 

H\Xi,B L) Ofc H^{Xi,B ® L-^) ^ f^^^^/ J. 

Par dualite de Serre, on deduit du resultat de Laszlo la proposition suivante : 

Proposition 2.2.1 Soit x (z Q C Ji un point ferme, L le faisceau inversible de degre sur Xi 
associe a x. Alors 

(1) On a mult^(e) > h^{Xi, B (g) L). 

(2) Pour qu'il y ait egalite, il faut et il suffit que pour a : H^{Xi,Q,^^^f^) — > k, forme lineaire 
assez generale, I' application bilineaire 

H^XuB 0L)0 H%X^,B L-i) H^{Xi,n]^^^^) k 

soit non degeneree. Cette condition (2) est automatiquement assuree pour p = 2. 

Corollaire 2.2.2 (Le critere de lissite) Soient x (z Q un point ferme, L le faisceau inversible 
sur Xi correspondant. Alors Q est lisse en x si et seulement si les deux conditions suivantes sont 
realisees : 

(1) h^{Xi,B(^L) = 1 (et done aussi hP{Xi,B ® L-"") = I). 

(2) L' application 

H^{Xi,B (g) L) (g)fc H\Xi,B L-i) ^ /7°(Xi, 0^^^/;,) 

donnee par (•, •) est non nulle. Cette condition est automatique pour p = 2. 

De plus, si ces conditions sont realisees, notons lo un generateur de la droite vectorielle, I'image 
dans H^(Xi,Q,^^^j^) de H^{Xi,B (E> L) ®k H^{Xi,B ® L^^), alors I'espace tangent a Q en x est le 
noyau de V application lineaire sur H^(Xi,Oxi) definie paroj. 

Remarque 2.2.3 Pour p > 3 impair, nons avons montre que est totalement symetrique au sens 
de Mumford (ll.2.3.3p . Alors est toujours singulier a un point x d'ordre divisant 2 de Ji des que 
a; G 0. De plus, m\Aix{Q) est paire. 



2.3 Etude de B aux points d'ordre p 

Commengons par quelques rappels : 

- Soit L un faisceau inversible de degre sur Xi. Alors L se plonge dans F^{Ox) si et seulement 
si F*L ~ Ox, et done si et seulement si L est d'ordre divisant p. On a la suite exacte suivante : 

^ L ^ F^{Ox ® F*L) ^ B®L^O. 

- Reciproquement, soit L inversible sur Xi d'ordre p, il correspond a un element non-nul de 
H^{Xi, Hp), et done a un torseur de base Xi sous //p, d'algebre A = (B^~qL^, ou la multiplica- 
tion est donnee par ~ Oxi- Soient 

C ^0 C ^1 C • • • C Ep^i C F,{Ox) 
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les sous-faisceaux de F^,(Ox) obtenus a partir des puissances symetriques ll.2.9p . Comme L 
se plonge dans F*(C'x), la suite exacte (pour la definition de E, on renvoye a 11.2.91 (fT])) 

est scindee. Par suite, -Ep-i — 0fZj^L*. Done I'algebre A est contenue dans F*(C'x)- 

- Rappelons le lien entre faisceau inversible d'ordre p et formes differentielles de Cartier. Soient 
Y/k une courbe propre lisse connexe, L un faisceau d'ordre p sur Y correspondant a un point 
X de Jy, realise comme sous-faisceau du faisceau des fonctions meromorphes sur Y, et de- 
fini par une section meromorphe {Ua, fa) (ou {Ua} est un recouvrement ouvert de Y). Les 

:= fa/fp e OriUa n Ufi)* forment un 1-cocycle de Op. Comme LP ~ Oy, (gl^^) est 
un 1-cobord, il existe done des sections locales Ua € C'xi(f^a)* telles que g^ p = Uaju^ dans 
Cy(f^a n f/^)*. Done fK/ua = f^/up dans J/q H U^. Ceci nous donne une section globale non- 
nulle {Ua, fa/ua) de L^. Done {Ua,dua/ua) definit une forme differentielle holomorphe sur 
Y, que I'on note Ux- La forme Ux ne depend pas du choix de la section meromorphe (Ua, fa)- 
Cette forme Ux est la forme de Cartier associee a x. 

- Pour Y une courbe lisse connexe sur k un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0, 
on dispose d'un operateur de Cartier Cy sur if''(y, fiy^^) qui est Fr^^-lineaire. Le noyau de 

Cy — Id : H^{Y, ^Y^i^) — >■ H^{Y, ^y^j^) est un Fp-espace de dimension d egale au p-rang de Y, 
et on a ker(Cy — Id) = {0} U € Jy d'ordre p}. Les formes de Cartier sur Y/k engendrent 

un fc-sous-espace vectoriel de H^{Y,QY/k) dimension d. On renvoie a [42j pour les details. 

Proposition 2.3.1 Soient L un faisceau d'ordre p sur Xi, uj la forme de Cartier associee a L. On 
considere A = (B^Z^L^ comme sous-faisceau de F^:{Ox)- Soient fi : L B et 13' : = LP~^ ^ B 
les plongements ainsi obtenus. Alors 1 € r{Xi,L0L~^) s'envoie sur —to € iJ*^(Xi, 17^^^^) par 

(•,X/3®/3')- 

Demonstration. Soit s un generateur local de L, alors .s^ = fi £ Considerons = sP~^/fi, 

c'est un generateur local de L^~^ ~ L~^. Done 1 = s (g) G Oxi — L (^^ s'envoie sur 
C{s ■ d{l/s)) = -ds/s = -oj par (•, •) : F^{Ox) ® F^{Ox) ^ ^^Xi/fc- ^'^^ resultat. 

□ 



Corollaire 2.3.2 Gardons les notations ci-dessus. 
a L d'ordre p, il faut et il suffit que h?{Xi, B L) 
I' orthogonal de uj^ dans H^{Xi, Oxi)- 



Pour que Q soit lisse en x € qui correspond 
= 1. Dans ce cas, I'espace tangent en x d Q est 



Application aux composantes irreductibles de Q. 

Rappelons qu'une composante D de G est dite principale s\ D r\ ker(y) 7^ 0, oii y : Ji — )• J est 
le Verschiebung de J. 

Lemme 2.3.3 Soient x, y deux points d'ordre p de Ji oil Q est lisse. Alors Tx@ et TyQ coincident 
(vus comme k-sous-espace de H^{Xi,Oxi)) si et seulement x et y sont colineaires dans Ji\p](k). 

Demonstration. En fait, d'apres le corollaire precedent, via les identifications precedentes, on sait 
que Tx@ est le meme que TyQ si et seulement si les formes de Cartier cOx et cOy sont fe-lineairement 
dependantes. Done si et seulement si a; et y sont colineaire dans Ji\p]{k) ( |42| page 41 proposition 
10). □ 

Proposition 2.3.4 Soit D une composante irreductihle de 0, qui contient deux points x, y d'ordre 
p de Ji, oil Q est lisse. Alors D n'est pas un translate d'une sous-variete ahelienne de Ji. 
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Demonstration. Soit A une sous-variete abelienne de Ji qui laisse D stable. Montrons qu'il n'y a 
pas de a € A{k) tel que x = y + a. Sinon, I'espace tangent en x et y est le meme, ce qui signifie 
que X et y sont Fp-colineaires. C'est-a-dire, il existe un n G N tel que 1 < n < p — 1, de sorte que 
X = ny. Done a = {n — l)y. Comme x ^ y, on obtient que n 7^ 1. Et comme y est un point d'ordre 
p, on obtient que y £ A, done = y — yGDcG. Par ailleurs, soit / une equation locale de Q 
en x, comme G est lisse en x, f est aussi une equation locale de D en x, d'apres la propriete de 
Dirac, / est nulle dans I'anneau local de ker(y) en x G ker(y) (avec V : Ji J le Verscliiebung de 
J). Puisque D est stable par A, f est encore une equation locale de D en 0, done fait partie d'une 
equation de Q en 0. Done cette equation locale de est nulle dans I'anneau local de kerl/ en 0. Ce 
qui contredit a la propriete de Dirac pour Q. D'ou le resultat. □ 

Proposition 2.3.5 Soit X/k une courhe lisse connexe ordinaire de genre g. Supposons que pour 
toute droite affine A du Fp-espace vectoriel Ji[p]{k) ~ Fp qui ne passe pas par I'origine, Q soit lisse 
en au moins deux points de A. Alors toute composante principale de Q est ample. 

Demonstration. En fait, soit 0' C une composante principale de 0. Soit A/k la plus grande sous- 
variete abelienne de Ji qui laisse stable 0'. Comme X est ordinaire, ne passe pas par I'origine. 
Soit X G 0' un point d'ordre p de Ji, alors x + C 0' contient une droite affine A du Fp-espace 

vectoriel Ji[p](k) qui ne passe pas par I'origine. Par liypothese, est lisse en au moins deux points 
a, a' G A C 0'. Soit z G A(k) tel que a = a' + z. Alors I'espace tangent a en a est le meme que 
I'espace tangent a en a', done a et a' sont Fp-colineaires dans flemme [2.3.3p . d'ou une 

contradiction. □ 

De la meme fagon, on montre : 

Proposition 2.3.6 Soit X/k une courhe ordinaire lisse connexe de genre g. Supposons que pour 
toute droite affine A du Fp-espace vectoriel Ji\p]{k) ~ Fp, est lisse en au moins deux points de 
A. Alors toute composante principale n'est pas stable par une sous-variete abelienne de p-rang > 1. 

Proposition 2.3.7 Soit X/k une courhe lisse connexe non- ordinaire. Soit Q" la reunion des com- 
posantes irreductibles qui passent par I'origine de Ji. Supposons que est lisse en tous les points 
d'ordre p, alors 0" est ample. 

Demonstration. Dans le cas ou p = 2, on salt que est toujours irreductible et ample f§ ll.2.2p . 
done 0" = est ample. Supposons maintenant p > 2>. Comme X est non-ordinaire, 0" 7^ 0. Soit 
A la plus grande sous-variete abelienne de Ji qui laisse stable 0". D'apres la propriete de Dirac 
(corollaire 11.2.7.6]) . A est ordinaire. Si A 7^ 0, 0" contient au moins un point x G A{k) d'ordre p. 
Par hypothese, est lisse en x. A priori, 0" est lisse sur x, et done lisse a I'origine de Ji puisque 
A laisse stable 0". D'ou une contradiction puisque est toujours singulier a I'origine lorsque p > 3 
(remarque I2.2.3P . □ 

Un exemple oil est singulier en un point d'ordre p. Soit k un corps algebriquement clos de 
caracteristique p > 0. On va construire une courbe ordinaire X/k avec un faisceau L d'ordre p, tel 
que H^{Xi,B®L) > 2, done n'est pas lisse en L. Comme k est algebriquement clos, le Frobenius 
absolu Fr : Spec(A;) Spec(A;) est un isomorphisme. On pent done identifier Xi a X de sorte que 
F s'identifie au Frobenius absolu Fr : X ^ X. 

Considerons P la droite projective, A C P I'ouvert droite affine de coordonnee t. Soit f{t) un 
polynome en t de degre n a racines simples. Considerons la courbe projective X definie par I'equation 

1 1 _ 1 
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c'est-a-dire + f{t)v^~^ — f{t) = 0. Alors le morphisme naturel vr : X — )• P est fini galoisien 
de degre p, ramifie au-dessus de (z € / ) avec ramification sauvage minimale. Done, d'apres la 
formule de Crew-Deuring-Shafarevich (theoreme 3.1 de [3j), X est une courbe ordinaire de genre 
g = (n — — 1). Soient Xi G X les points au-dessus de tj E P oii vr est ramifie. Soit Bx (resp. 
Bp) le faisceau des formes differentielles localement exactes de X (resp. de P). D'abord, on etablit 
une relation entre Bx et Bp. Commengons par un calcul local. 

Soient R = k[[t]], R' = k[[t\][v]/{vP + tv^-^ - t) = k[[v]]. Notons (j) : R = k[[t]] ^ R' = 
k[[t\][v] / {v'P + tv^"^ — t) = k\\v\\ le morphisme continu naturel de fc-algebres, alors (^(t) = /{I — 
yV-i) = yPY^Zo^'^^'^^- Soient Ft : k[[t]] k[[t]] (resp. : k[[v]] k[[v]]) le morphisme de 
Frobenius relatif : c'est un morphisme continu de A;-algebres tel que t ^ fP (resp. tel que v i— )• v^). 
Notons Bt = ©f=o (resp. B^ = 0^=0 on a un diagramme a lignes exactes : 







k[[t]] 







■MM] 



d/dt 



Bt 



v]]^B 











d'ou un morphisme (p' : Bt ^ B^ rendant le carre de droite commutatif. 



Lemme 2.3.8 Avec les notations ci-dessus, on a (p'{Bt) C v'^B^. 
Demonstration. C'est un calcul direct. Par definition, pour < i < p — 1, 

I / yP Y^^y (1 _ ^P-l)P-2-j^p(j+l)yP-2 



cp'{f) = (</.(f +i)/(i + l))/dv = d 



i + l 



1 - vP- 



(1 - 



C yPB,, 



D'ou le resultat. 



□ 



Corollaire 2.3.9 Gardons les notations ci-dessus. Alors le morphisme naturel Tr*Bp — ?• Bx est 
injectif et son image est contenue dans Bx{— ^i^jXi) C Bx- 

Ecrivons I = I'Y[I" avec jl/" = {p - iW ■ Soit L = Ox{T.i'ei'(P " 1)^^' " alors 
LP = 7r*Op{J2i'ei'(P - " Ei"ei" ^i") - ^*<^P = ^x, et on a 

Bx^L = Bxi^{p-l)xi> - ^ Xi») 
i'er i"ei" 

iei i'er 
= '^*Bp{'^pxi>) 

= vr* [BpiY^t,)]. 

\ i'er / 

Par ailleurs, sur la droite projective Bp ~ Op{ — l)®'' ^ , done L (8> Bx D Opi ((!/' — 1)®'' ^ . Done si 
til' > 2 pour p>2 (resp. si JJJ' > 1 pour p > 3), on a H^{X, Bx®L)>{p- l)(tJ/') > 2. 

2.4 Etude differentielle du schema % 

Rappelons que Ton a note % le schema de Hilbert des sous-faisceaux inversibles de B de degre 
(pour la definition, voir §[L23]). On a une application naturelle "H ^ Q, qui est un "fibre projectif" 
sur relativement a un certain faisceau coherent sur (proposition ll.2.5.4p . Si L est un faisceau 
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inversible sur Xi de degre 0, qui correspond a un point x de Q. La fibre de — t- au-dessus de x 
est I'espace projectif des droites de Homo^^^ (L, B) = H^{Xi,B (S) L~^). 

Proposition 2.4.1 ([lOj corollary 6.4.11 ) Soit un faisceau inversible de degre sur Xi 
qui correspond d un point x G 0. Soit a : C ^ B un plongement correspondant d un point z deH 
au-dessus de z, et soit Q = coker(a). 

(1) L'espace tangent a T-L/k en x est canoniquement isomorphe a H^{Xi,Q <^C^^), I'obstruction 
a la lissite de Ti en z est dans H^(X, Q C'~'^). 

(2) Posons d = h^{Xi,g ® C-^), r = h^{Xi,g (g) C''^). Alors d - r = g-l, et 

g— l = d — r< dimziH) < d. 
Si dimz{'H) = d — r , % est une intersection complete en z ; si (l\mz{T-L) = d, H est lisse en z. 

Gardens les notations precedentes, et notons a : C ^ B \e sous- fibre inversible de B engendre 
par a : C ^ B. Soit Q = coker(a). Notons Cj^ I'orthogonal de a : C ^ B pour (•, •). 

Proposition 2.4.2 Les conditions (l)-(4) suivantes sont equivalentes : 

(1) est lisse en z de dimension g — 1. 

(2) H^Xi,g®c-^) = o 

(3) H\Xi,g(^C-^) = 

(4) Rom{C-\C^) = 0. 

De plus, ces conditions sont entratnees par 

(5) H\Xi,g®C-^) = f). 

Demonstration. D'apres la proposition precedente, % est lisse en z de dimension g—1 si et seulement 
si H^{Xi,g (g C~^) = 0, d'ou (1)<^^(2). Or par definition, g est une extension de g par son sous- 
module des torsions T, on a done H^{Xi,g ^ C~^) ~ H^{Xi,g C~^), d'ou (2)<^(3). A partir de 
la suite exacte suivante : 

— ^c^^B — ^g ^0 , 

on salt que H^{Xi, g ® C~^) = si et seulement si le morphisme (pa '■ H^{Xi, Oxi) — ^ B (Si 

C~^) est surjectif. Or (pa est dual de ijja ■ Homo^^ 5) — )• Homo^^ (Oxn ^^i/fc) (donne par 
< ■,■ > et a : £ B) par la dualite de Serre. Done dire que (pa est surjectif equivaut a dire que le 
morphisme ipa est injectif. Autrement dit, on a (3)4^(4). Par definition, on a une suite exacte : 

avec T' un Oxi-niodule de torsion. On en deduit un morphisme surjectif H^{Xi,g C~^) — > 
H^{Xi,g(g)£-^). Done H^{Xi,g(g)C-^) ~ H^{Xi,g0£-^) = implique que H^{Xi,g^£^^) = 0, 
d'ou (5)=>(2). Ceci finit la preuve. □ 

Corollaire 2.4.3 Soit rj un point generique de 0. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(1) Q est lisse en rj ; 

(2) II existe a : Crj ^ Bf^ qui est un plongement d'un faisceau inversible de degre au-dessus de 
r], tel que Hom(£^^, ^C^^) = 0. 

De plus, sous ces conditions, Ti ^ Q est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage ouvert de rj. 

Demonstration. Clairement, (1) implique (2), et si est lisse en 77, T-L est isomorphe a sur un 
voisinage de r]. Supposons ensuite qu'il existe un prolongment a : Ly^ ^ B^ satisfaisant la condition 
(2), Alors Ti est lisse de dimension g — 1 enle point € H correspondant a a. Soit W la composante 
irreductible (munie de la structure de sous-schema reduit) de Ti passant par ^, c'est une composante 
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de dimension g — 1 qui est generiquement lisse sur k. Comme ^ est au-dessus de r] qui est un point 
generique de 0, on en deduit que W.^ = {^}. En particulier, pour z £ {rj} C @ assez general, 
dimfc(2) (Q 'S'Oe ^ ^(-^)) ~ done Q est inversible sur un voisinage de 77 G O. Done Ti est isomorphe 
a sur un voisinage de r], a priori, est lisse en rj. □ 



3. Etude generique du diviseur theta 

3.1 Preliminaires. 

3.1.1 Rappels sur I 'action de monodromie. 

Rappels sur les families de courbes semi-stables. Soient 51 > 1 un entier, k un corps algebrique- 
ment clos. Notons H_g le foncteur de la categorie de /c-schemas vers la categorie des ensembles defini 
de la fagon suivante : soit T un A;-scliema. 

- Pour g >2, H_g{T) est I'ensemble des classes d'isomorphisme de courbes stables tricanonique- 
ment plongees de genre g ([6]). 

- Pour 5 = 1, H_i{T) est I'ensemble des classes d'isomorphisme de courbes E/T propres plates 
a fibres geometriques integres de genre arithmetique 1 avec pour singularite au plus un point 
double ordinaire, munie d'une section o E E{T) dans le lieu lisse, plongees dans P^ comme 
cubique plane par Oe{^o) : 

7T 

T 

Theoreme 3.1.1.1 (pour g >2, [6j) (1) Pour g > 1, le foncteur H_g est representable par un 
schema Hg irreductible lisse sur k. Soit Xg/Hg la courhe universelle (pour g = 1, on note aussi 
8 = Xi la courbe universelle sur Hi). 

(2) Pour g > 2, soit Hg, sing le sous-schema ferme reduit de Hg image du lieu oil la courbe 
universelle Xg n'est pas lisse sur Hg. Alors -ffg,sing ^st un diviseur d croisements normaux de Hg. 
Plus precisement, sit G Hg, soit Dt un henselise strict de I'anneau local de -ffg,sing en t. Les branches 
de Hg^sing passant par t (qui correspondent aux composantes irreductibles de Dt) sont en bijection 
avec les points doubles de la fibre Xt de X . 

Theoreme d'Igusa et d'Ekedahl. Pour g > 1, soit Hg (resp. Hg) le lieu des t € Hg tels que 
la jacobienne de Xg^t soit une variete abelienne ordinaire sur t (resp. tel que Xg^t soit une courbe 
lisse ordinaire). Alors Hg (resp. Hg) est un ouvert non vide de Hg. Notons Xg = Xg x^^ Hg, et 
Xg = Xg x-^i^ Hg (pour g = 1, on note aussi £' = X[ et E' = X!^, J'g = Pic^,yj|^, sa jacobienne. J'g 
est un schema abelien ordinaire sur H'g de dimension relative g. Soient s Hg un point geometrique, 
= p^N' > 1 un entier (ou A^' est premier a p). Notons J'g[N]et le plus grand quotient etale de 

j7'g[A^]] sur Hg, et pg^]\f : 'Ki{H'g,s) Autz/Tvz {{.■^'g\.^^ et s) I'^'^tion de monodromie associee (c'est- 
a-dire, Taction de iTi[H'g,s) sur la fibre en s de i7^[A^]et,si vu comme faisceau localement constant 
constructibe sur H'g). 

Theoreme 3.1.1.2 (Igusa, Ekedahl [9j) Supposons g >\. 

(1) Si N = p^ est une puissance de p, le morphisme pg ^e est surjectif. 

(2) Si N = N' est premier dp, le morphisme pg^]\ji a Sp(2g, {Z/NZ)) pour image, ouSp{2g, {Z/NZ)) 
est le groupe symplectique pour I'accouplement de Weil sur Jg[N]. 
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Remarque 3.1.1.3 On renvoie le lecteur a |[9j pour une preuve du theoreme 13.1. 1.2[ Le cas ou 

g=lctN=pa ete d'abord prouve par Igusa. Le cas ou est premier a p est classique ([6j). 

Remarque 3.1.1.4 (1) Pour g >2, soit X'g/H'g la courbe universelle sur H'g. Alors X'g represente le 
foncteur des courbes semi-stables tricanoniquement plongees de genre g munies d'un point rationnel, 
dont la jacobienne soit une variete abelienne ordinaire. Comme X'g/H'g est a fibres geometriques 
connexes, etant donne un point geometrique x de X'g, le morpliisme naturel TTi{Xg,x) —?■ TTi{H'g,x) 
est surjectif. Par suite, Taction de monodromie associee a la famille universelle de Xg est aussi 
surjective en vertu du theoreme 13.1. 1.2] 

(2) Par consequent, pour g > 2, il existe une courbe Cg semi-stable definie sur un corps Ki, 
telle que Cg soit constituee de deux composantes irreductibles : (i) une courbe X' lisse de genre 
g — 1 definie sur Ki munie d'un point rationnel ; (ii) une courbe elliptique E sur Ki, qui se coupent 
en un point rationnel. De plus Taction de Ga\{Ki/Ki) sur Jcg[p]{Ki) ~ Jx'[p]{Ki) x Je[p]{Ki) a 
AutFj,(Jx'b](^i)) X AutFp(J£;[p](i^i)) comme image dans AutFp{Jcg[p]{Ki)). 

3.1.2 Preliminaires sur les points doubles ordinaires. Dans ce §, nous rappelons la notion de 
point double ordinaire (en codimension 1) et leur deformation. 

Definition 3.1.2.1 (point double ordinaire) Soient F un corps, X/F un schema localement de 
type fini. Un point singulier x £ X de codimension 1 est un point double ordinaire s'il existe un 
F-schema lisse Y = Spec(A) et un diagramme commutatif suivant : 



/3 

Spec(F) Y Spec(^[u, w]/(ui;)) 

dans lequel a et /3 sont des morphismes etales, et x £ a{U) C X . 

Soit R un anneau de valuation discrete, de corps residuel k et de corps de fractions K. Notons 
m Tideal maximal de i?, E m une uniformisante de R. Par convention, on note = €z R. 

Notation 3.1.2.2 Pour n € Z>i U {oo}, notons Cn = SY>ec{R[u,v\/ {uv — w^)). 

Remarque 3.1.2.3 Pour n > 1 et n 7^ c«, Cn est un schema normal, tandis que Coo a deux 
composantes irreductibles qui se coupent transversalement le long de u = f = 0. 

Notons S = Spec(i?), r/ (resp. s) le point generique (resp. le point ferme) de S. 

Proposition 3.1.2.4 (deformation des points doubles ordinaires) Soient X/S un S-schema 
plat, X € Xg un point ordinaire double. 

(1) II existe alors un n £ Z>i U {00}, un S-schema lisse Y , et un diagramme commutatif : 

X^ Z 

5- Y ^sCn 

avec a' et (3' des morphismes etales tels que x € a'{Z). 

(2) Si n ^ 00, il existe un voisinage ouvert U de x dans X qui est normal et tel que Urj soit lisse 
sur r]. 

(2)' (Cas equisingulier) Sin = 00, il existe un voisinage ouvert U de x dans X dont le normalise 
U est lisse sur S et a pour fibre speciale le normalise de Us ■ 
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Demonstration. Vu la definition d'un point double ordinaire (j3.1.2.ip . le corps residuel k{x) en 
X € X est une extension separable de k{s) = k, done une extension finie etale d'une extension 
transcendante pure k[ti, ■ ■ ■ de k. Quitte a restreindre a un voisinage ouvert de x dans X, on 
peut supposer que les ti se relevent en des fonctions Tj sur X. Considerons le morphisme (p : X 
Spec(i?[ii, ■ ■ ■ ,tn]) = defini par les Tj, et soit ^ S le point generique de la fibre speciale de 
A^. Alors ^ = (j){x) et cliaque composante irreductible de X domine A§ par (f>. Soit R' I'anneau 
local de A^ en ^. Done R' est un anneau de valuation discrete. Soit X' = X Xjs^n Spec(i?'). Alors X' 
est maintenant une i2'-courbe plate qui presente un point double ordinaire en x. Quitte a faire une 
localisation etale Y — > A^^ avec ^' un point au-dessus de ^, on peut remplacer A^^ par un 5-scliema 
lisse Y de R' tel que I'extension k{(^') — )• k(x) soit triviale. On est done ramene au cas d'une courbe 
relative, un cas qui est bien connu. On renvoie a [5j(§ 2.23) pour les details. Les autres assertions 
sont immediates. □ 



3.2 Theoreme d'irreductibilite et de normalite 

Dans cette section, k est un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0. Si Y est un 
schema, et y G y, on note k{y) le corps residuel de Y en y. 

Lemme 3.2.1 Soit g > 2 un entier. II existe un k-schema S = Spec{R) = s} spectre d'un 
anneau de valuation discrete complet et une courbe semi-stable X/S de genre g telle que 

(1) La fibre generique Xn de X/S est lisse. 

(2) La jacobienne Ji de Xi est propre sur S. 

(3) La fibre speciale Xg est constitute de deux composantes : (i) une courbe generique Y de 
genre g — 1, et (ii) une courbe elliptique generique E qui se coupent transversalement en un point 
rationnel. De plus, I'action de Ga\.{k{s) / k[s)) sur les points d'ordre p de Ji^s — Jy,i x Ei a pour 
image Autz/pz(-^y,iM(s)) x i'^/p'^T- 

Demonstration. On a, g >2. Reprenons la courbe Cg/h au-dessus de h = Spec(-ftri) construite dans 
la r emarq ue 13 . 1 . 1 . 4l Clioisissons un plongement tricanonique de Cg/h, ce qui definit un morphisme 
de h dans H'g. Soit h' son image. En h' , H'^ ^^^^ est un diviseur lisse de H'^ (theoreme 13 . 1 . 1 . 1 P . Soit s le 
point generique de ce diviseur. On prend R le complete de I'anneau local de H'g en s. Alors R est un 
anneau de valuation discrete complet. Posons S = Spec(i?) = {r/, s}, X = X'g Xh'^ S. Ainsi X/S est 
une courbe stable de fibre generique la courbe generique de genre g, et sa jacobienne est un schema 
abelien sur S. De plus, Xg est constituee de deux composantes : (i) une courbe generique Y de genre 
g — 1, et (ii) une courbe elliptique generique E. Ces deux composantes se coupent transversalement 
en un point rationnel. II reste a verifier les conditions sur I'action de monodromie. Par construction 
(remarque I3.1.1.4"|) . le morphisme Gal{k{h) /k{h)) — )• Aut (^Jcg,i[p]ik{h))^ a Autz/pz( Jy^i|j»](/i)) x 

(Z/pZ)* comme image. Soit U C H'g le lieu lisse du diviseur passant par h' € H'g, alors h' G U. 
Considerons le diagramme commutative suivant 

Gal(k(Jij/k{h)) = 7ri(/i, h) ^ 7ri([7, h) 

P' 

Aut(jc„ib](MM)) 

on en deduit que Aut(Jy^i[p](/i)) x (Z/pZ)* C im{p'). Or Xh est une courbe stable sur k{h) constituee 
de deux composantes lisses se coupant transversalement en un point rationnel, on a Aut(Jy [p](/i)) x 
(Z/pZ)* D im(p'). Done p' a Xutz/pziJY.i[p](h)) x (Z/pZ)* comme image. Puisque s £ U est le 
point generique, par generalisation de h' a s. Taction de Ga\{k(s)/k{s)) sur les points d'ordre p de 
Ji,s ^ Jy,i X El a pour image Autz/pziJY,i[p]{s)) x (Z/pZ)*. 
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□ 

Theoreme 3.2.2 Si g = 2, le diviseur Qgen de la courbe generique est lisse, et done geometrique- 
ment irreduetible. 

Demonstration. Considerons la courbe X/S construite dans le lemme precedent. Soit k'/k{s) une 
extension finie galoisienne de k{s) de groupe (Z/pZ)* x (Z/pZ)* qui deploie les points d'ordre p 
de Ji^g. Comme S est complet done lienselien, I'extension k'/k{s) s'etend en un revetement etale 
galoisien S'/S de groupe (Z/pZ)* x (Z/pZ)*. Soient (6j)j=i^... et (5^)j=i^... les points d'ordre 
p de El et E[. Sur s', le diviseur Qg' est tel que (remarque 11.1.2.1")) 

p-i 

Qs' = es^kis)Hs')= U {{{bi} X E[) U {El X {b'^})) . 

i=i,j=i 

C'est une courbe semi-stable de points doubles (ftj, ... qui sont conjugues sous G. En 

particulier, ©g/ a seulement des points doubles ordinaires pour singularites. 

Soit a G Qgi un point singulier, a est done un point double ordinaire de 0^/. D'apres la deforma- 
tion de points doubles ordinaires (proposition I3.1.2.4P , il y a deux cas a distinguer : 

(1) Ou bien il existe un voisinage ouvert U de a dans 0' := X5 S" tel que soit lisse sur 7/', 
auquel cas 0^, et done 0^ sont lisses. 

(2) Ou bien, 0' est equisingulier en a sur S' , auquel cas le normalise 0' de 0' est lisse sur S' et la 
fibre speciale 0'^' est le normalise de 0(,, . Alors 0'^' est une somme disjointe de courbes irreductibles 
isomorphes a Ei ou E[. Par suite, les composantes de 0'^/ (ou rj' est le point generique de S') sont 
des courbes elliptiques. Or Ji ne contient pas de courbes elliptiques puisque NS(Ji^.^ ^r]V) — ^ ([27|), 
d'oii une contradiction. 

□ 

Theoreme 3.2.3 Si g >3, le diviseur 0gen de la courbe generique est geometriquement normal. 

Demonstration. On raisonne par recurrence sur g. D'apres le theoreme precedent, on salt que le 
diviseur theta pour la courbe generique de genre 2 est lisse. Supposons maintenant 5 > 3 et que 
le theoreme a ete demontre pour les courbes generiques de genre < 5 — 1. Considerons la courbe 
X/S construite dans le lemme [3.2.11 Soit K'/k{r]) une extension galoisienne de corps telle que les 
conditions suivantes soient realisee : notons S' = {r]',s'} le normalise de S dans K', alors (i) toutes 
les composantes irreductibles de 0,,' sont geometriquement irreductibles ; (ii) I'extension de corps 
k{s')/k{s) deploie les points d'ordre p de Jg. Notons (6j)j=i_... ^p_i les points d'ordre p de Ei g/. 

Montrons d'abord que 0^/ est geometriquement integre. D'apres la remarque II. 1.2. H la fibre de 
au-dessus de s' est telle que 

0,/ = 0y, X Ei^s, U (yJ^Zl {Jy^,s' X {6^})) , 

ou 0y^, est le diviseur theta de la courbe generique de genre g—1, et done est normal. Par consequent, 
a une fibre speciale geometriquement reduite. II reste a prouver que 0^/ est geometriquement 
irreduetible. Soit Qfj'^i {i G /) les composantes irreductibles de 0^/, munies de la structure de sous- 
schema ferme reduit. Comme NS(Ji^^') ~ Z, elles sont amples. Soit Qrj' ,i I'adherence schematique de 
Qn',i dans 0' := X5 5' (= le diviseur theta pour la courbe X' / S'). Alors Qr)' ,i a une fibre speciale 
ample. Or d'apres la description explicite de 0^/ donnee ci-dessus, on a done 0y x Ei C {Qi)s- 
Or par I'hypothese de recurrence, 0^/ est reduit, ce qui implique que card(/) = 1. Done 0^/ est 
geometriquement irreduetible. 

Ensuite, on montre que 0^/ est geometriquement normal. Soit Z le ferme de 0^/ ou 0^/ n'est 
pas lisse. Par liypotliese de recurrence, 0y est normal, done les composantes de Z de codimension 



27 



JiLONG TONG 



I dans Qgi sont les Qy x {bi} {1 < i < p — !)■ Soit le point generique de Qy x {bi}. Comme les 
bi (1 < i < p — 1) sont conjugues sous le groupe de decomposition de k{rj')/k(r]), les le sont aussi. 
En ^j, Qgi presente un point double ordinaire de codimension 1. Soit tt : O' — )■ O' la normalisation. 

II y a deux cas a distinguer : 

(1) Q' est normal en chacun des ^j, auquel cas, G' est normal, et en particulier, G,j/ = Q'^, est nor- 
mal. De plus, G^' est en fait lisse en codimension < 1 (lemme r3.1.2.4l (2)). done est geometriquement 
normal en vertu du critere de normalite de Serre. 

(2) II existe un point ou Q' est equisingulier (au sens de lemme [3. 1.2.41 (2')). Par Paction de 
monodromie, G' est equisingulier en tons les ^j. Alors Q' est lisse sur S' au-dessus d'un voisinage 
ouvert Vi de ^j, et la fibre speciale G^' de G' est la normalise de Q^' au-dessus de Vs' (d'apres la 
proposition 13.1. 2.4^ . 

Lemme 3.2.4 // existe un ferme W de G^' de codimension > 2 dans Q^' tel que G^' — W ait au 

moins 2 composantes connexes. 

Demonstration du lemme. Soit W = Z — {^\^iVi), W = T^^i^iW) C G. Alors W est de codimension 
> 2 dans G^'- De plus, G^' — W est le normalise de Q^' — VF, et il est aussi lisse en les points au-dessus 
de (1 < i < p — 1). Par consequent, G^' — W n'est pas connexe (en effet, Q^' —W a, p composantes 
connexes) . □ 

On termine la preuve par la proposition ci-apres que Ton applique a Z = Q' et F = W. On voit 
que comme G^' — W n'est pas connexe par le lemme ci-dessus, G^,' n'est pas connexe. Or G^' est 
geometriquement integre d'apres ce que I'on a montre au debut de la preuve, Q^/ I'est aussi, d'ou 
une contradiction. Ceci finit la preuve. □ 

Proposition 3.2.5 (Utilisation de SGA2) Soit S = Spec(i?) le spectre d'un anneau de valuation 
discrete complet, de point ferme s, de point generique rj et d'uniformisante w . Soit f : Z S un 
schema propre et plat a fibre generique equidimensionnelle de dimension > 2. On suppose que Z est 
normal. Soit F un ferme de Zg tel que Codim(i^, Zs)>2, et soit V = Z — F . Notons V le complete 
formel de V le long de Vs, alors 

(1) L'application canonique H^(y,Ov) — )• H^iV ,Oy) est bijective. 

(2) Zj^ = est connexe si et seulement si Vg est connexe. 

Demonstration. L'assertion (2) est une consequence immediate de (1) et du fait que les composantes 
connexes de V sont celles de Vg. Prouvons (1) comme cas particulier de SGA2 IX corollaire 1.2. 
Notons j : V ^ Z I'immersion ouverte, montrons d'abord que les faisceaux (/ o j)*(Ov) et R^(/ o 
j)*{Ov) sont des faisceaux coherents sur Z comme consequence de SGA2 VIII, theoreme 3.1. En 
effet, pour tout x € ^ tel que codim({a;} H {X — V),{x}) = 1, on a dim{Ox,s) > 2. Comme V 
est normal, prof2,(C'y) > 2. Appliquons SGA2 VIII theoreme 3.1 a la situation ou X = Z, Y = S, 
U = V, F = Ov et n = 2, on trouve que les faisceaux (/ o j)*(Oy) et R"^(/ o j)*{Oir) sont des 
faisceaux coherents sur Z. Par SGA2 IX corollaire 1.2, on en conclut que l'application canonique 

H^V, Ov) ^ IhnH'iVn, OvJ = H\V, Oy) 

est bijective (ou Vn = V 0r R/w^^^). D'ou le resultat. 

□ 

Remarque 3.2.6 En utilisant le meme genre de degenerescence, on pent majorer les multiplicites 
du Ggcn- En effet, si = 2n (resp. 51 = 2n + 1), on degenere la courbe generique en une chaine de n 
courbes generiques de genre 2 (resp. en une chaine de n courbes generiques de genre 2 et une courbe 
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elliptique), on en deduit que en un point de Ggen, la multiplicite est < n (resp. < n + 1). D'ou le 
corollaire suivant : 

Corollaire 3.2.7 Pour une courhe generique de genre g = 2n (resp. de genre g = 2n + 1), et tout 
L inversible de degre sur Xi , on a h^{Xi,B®L) <n (resp. h^{Xi,B®L) <n + l). 

3.3 Complements 

3.3.1 Une propriete de Q. 

Proposition 3.3.1.1 Pour une courhe X generique de genre g > 2, le faisceau Q (^ \1.2.4^ ne 

provient pas d'un faisceau inversible sur Ji. 

Demonstration. C'est clair pour g > 4 car Q n'est pas inversible (proposition ll.2.8.2p . Supposons 
(7 = 2 ou 3 et que Q soit inversible sur Q si g = 3 (rappelons que c'est automatique si g = 
2 puisque 0gen est lisse). On raisonne par I'absurde. Supposons que Q provienne d'un faisceau 
inversible C sur Ji. Comme NS(Ji) ~ Z avec Ociass comme generateur (|27J), il existe r € Z tel 
que C est algebriquement equivalent a Oj^ (rOdass)- On a aussi { — 1)*jC = Cjj (rBdass)- Comme 
{-leTQ^Q ^uje = Oji(e)|e (§031), Oj,{2re,i^,,) et Oj,{{p - l)eciass) ont des restrictions a 
B, qui sont algebriquement equivalentes. On en deduit que 2r = j* — 1 (car Ociass est ample), ce qui 
n'est impossible que pour p > 3. Supposons p > 3, on trouve que r = (p — l)/2. On en deduit que 
C et (C'jj(— O) sont amples sur Ji. Considerons la suite exacte 

^ Oj^ (-G) <g)C-^C-^Q^O, 

et appliquons lui la transformation de Fourier-Mukai (inverse), on obtient la suite exacte suivante 

= j-°(Oj,(-e) ^ £) ^ j^ic) ^ j^iQ) ^ T\Oj,{-e) c). 

Comme (Oj^ (— O) (g)£)^^ est ample, et Ji est de dimension <^ > 2, on sait que J-^{Oj-^{—Q)'^C) = 0. 
Done J^{C) ~ J^{Q) / 0. Or T{Q) = o J^{B)[1] = (-1)*B[1 - g] ([28]), on en deduit que 
J~^{Q) = 0, d'ou une contradiction. □ 

3.3.2 Etude des points de torsion de Qgen- D'apres ll.2.7.71 le diviseur satisfait a la propriete 
de Dirac, a fortiori, contient tous les points d'ordre p de Ji{k). Pour une courbe generique, on a 
le resultat suivant : 

Proposition 3.3.2.1 Le diviseur ©gen Icl courbe generique de genre g > i contient comme seuls 
points d'ordre fini les points d'ordre p de Ji. De plus, ©gen ^st lisse en ces points. 

Demonstration. Dans le cas ou g = 1, le resultat est clair. Supposons maintenant que g > 2. Soit rj 
le point generique de I'espace de modules des courbes de genre g. Soit x € ©(?]) un point d'ordre fini 
egal a N = p^M avec e,M des entier tels que e > 0,M > 1, (e, M) = 1. Fixons un isomorphisme 
JrjA^Kv) - Jv,i\P %fi) X Jy A^Kv) donnepar a; G Jn,i[N]{f]) ^ {xp,XM) G J,,,ib1(??) x •^r;,i[M](r?). 
D'apres le theoreme 13. 1.1.21 Gal(f//r/) agit transitivement sur les points d'ordre M (resp. sur les points 
d'ordre p^), done tout point d'ordre M (resp. d'ordre p^) apparait comme la composante M-primaire 
(resp. p-primaire) d'un certain point d'ordre contenu dans ©^ = ©gen- ©r on pent trouver X/S 
une courbe semi-stable telle que X^j soit generique, et que Xs soit une chaine de g courbes elliptiques 
ordinaires. x se specialise en un point d'ordre exactement N de Ji^g- Si M 7^ 1, par conjugaison des 
points d'ordre M, on pent supposer que la specialisation (yi,--- ,yg) € x ••• x Ei^g ~ Ji^s 
de x est telle que chacun des yi {i = 1, g) ait sa, composante M-primaire d'ordre exactement 
M. Par ailleurs, par la description de ©^ (remarque 1 1 . 1 . 2 .T]l . les seuls points d'ordre fini sont les 
points {ui, ■ ■ ■ ,yg) G Ei^i x • • • x Ei^g ~ Ji^g dont au moins un des yt est exactement d'ordre p. 
D'ou une contradiction. Done M = 1 et = p*^ est une puissance de p. Si e > 2, de la meme fagon. 
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par conjugaison des points d'ordre A'^ = p*^, on pent supposer que la specialisation (yi, ■ ■ ■ ,yg) G 
-£'1,1 X • • • X £^1^^ de X est telle que chacun des yi [i = 1, ■ ■ ■ , g) soit d'ordre exactement p^, ce qui 
contredit la description explicite des points d'ordre fini de 0^ (remarque I1.1.2.T]) . Par consequent, 
on a = p. 

Pour la lissite de 0^ en les points d'ordre p, il suffit de remarquer que contient au moins un 
point y d'ordre p ou est lisse. Soit x G 0^ le point d'ordre p qui se specialise en y G Qg, alors 0^ 
est lisse en y, et done lisse en tons les points d'ordre p par Taction de monodromie. □ 

4. Cas ou = 2 ou p = 3 

On donne des resultats sur le diviseur theta dans le cas ou g = 2 ou p = 3. 

4.1 Diviseur theta en caracteristique 3. 

Dans cette section, k est un corps algebriquement clos de caracteristique p = 3, X/k est une 
courbe propre lisse connexe sur k. Notons B le fibre des formes differentielles localement exactes sur 
Xi, et = 0^ le diviseur theta associe a B. Comme p = 3, B est un fibre vectoriel de rang 2 sur 

4.1.1 Preliminaires. 

Quelques rappels. Soit x un point de 0, notons L le faisceau inversible de degre sur Xi 
correspondant. D'apres le critere de lissite, pour que x soit un point singulier de 0, il faut et il suffit 
que I'une des deux conditions suivantes soit realisee : 

- soit hP{Xi,B®L) > 2, 

- soit hP{Xi,B®L) = 1 (d one on a aussi hP{Xi, B (S) L ^) = 1). Et si I'on note t : L ^ ^ B et 
t' : L ^ B \es uniques (a une multiplication par un scalaire pres) plongements de dans 
S et de L dans B, on a en plus que L et sont orthogonaux par rapport a I'accouplement 
antisymetrique {■,■): B ® B ^ ^Xi/fc ^ (|2.2.2p . 

En general, soit t : L^^ ^ B uu plongement de dans B, qui correspond a un element non- 
nul de H^[Xi^ B L). Soit le sous-fibre en droites de B contenant t{L~^) C B. Puisque B est 
un fibre de rang 2 sur Xi, est I'orthogonal dans B de r(L^^) C B par rapport a I'accouplement 
anti-symetrique non-degenere (•, •) sur B. En particulier, si t' : L ^ B est un plongement de L dans 
B tel que t{L)~^ et t'{L) soient orthogonaux, alors Mr contient a la fois r(L~^) et t'(L) C B. 

Le plongement r : ^ B correspond aussi a un point (note encore r) de Ti (schema de 

Hilbert des faisceaux inversibles de degre plonges dans B, § I1.2.5P au-dessus de a; € 0. Pour que 
Hom(L, M,-) = (c'est-a-dire, pour qu'il n'y ait pas de t' : L ^ B qui soit orthogonal a r), il faut 
et il suffit que H soit lisse en r de dimension g — 1 (proposition I2.4.T]) . 

"Le schema des differences". 

Definition 4.1.1.1 (Schema des differences) Pour d > un entier, on note I'image sche- 
matique du morphisme 

(l^d-.XfxkXf^Ji 
{xi, ■■■ • • • ,yd) ^ Ox{xi^ - (yi H yd)) ■ 
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Definissons par le carre cartesien suivant 




Les proprietes suivantes des schemas des differences sont faciles a verifier. 

Lemme 4.1.1.2 (1) Pour 1 <d< g/2, dim(yj) = dim{Vd) = 2d. Pour d > g/2, on a dim(yj) = g. 

(2) Pour d > 0, est irreductible. 

(3) Pour d > 0, Vd contient un translate de Xi, par suite i' : ^ Ji induit une surjection sur 
les groupes fondamentaux 7ri(V^) — t- 7ri(Ji). 



Une limitation des sous-faisceaux inversibles de B. Les considerations qui suivent valent pour 
toute caracteristique p > 2, mais nous n'avons des applications que pour p = 3, et nous nous limitons 
a ce cas. 

Pour m > un entier, soit le ferme de jj™^ forme des faisceaux inversibles M sur Xi de 
degre m qui admettent un plongement M ^ B. En particulier, 0o est I'ensemble sous-jacent a G. 
Nous allons donner une limitation a priori de 

Soit M un faisceau inversible sur Xi de degre m. Alors un plongement M ^ B ^ F^Q^^jf^ donne 
par adjonction un plongement F*M ^ ^x/fc' done une realisation F*M ~ D) ou D est 

un diviseur positif ou nul sur X de degre 2g — 2 — 'im. Les diviseurs D en question sont parametres par 
image schematique dans j'^^ ^ ^"^^ est un ferme irreductible normal de dimension 
min(2(7 — 2 — 3m, g). Par suite les faisceaux F*M ~ D) sont parametres par un ferme 

irreductible et normal de jl^™] de dimension mini(2g — 2 — 3m, g), que nous notons ^s^max- 
passage M i— )• F*M est donne par le Verschiebung V : jj™^ — ?• jt^™!. Finalement M appartient a 

^m,max '■= {V ^ (^3m,max)) j-ed ' 

Lemme 4.1.1.3 Am,max sst equidimensionnel de dimension m.m.{2g — 2 — 3m, g) , irreductible lorsque 
2c/ - 2 - 3m > 0. 

Demonstration. En effet, V : jj™"' — t- jP"*! se factorise en un morphisme radiciel et un morphisme 
Vet- Pour etablir le lemme, il suffit de considerer Vet- L'irreductibilite resulte de |26 ] (proposition 9) 
et du fait que pour 2g — 2 — 3m > 0, A^^max contient des translates de Xi. □ 

On a done 0^ C ^m,max) ce qui fournit une limitation a priori de la taille de 0^- La discussion 
dans les sections suivantes s'organise autour de la taille de 0m dans ^m,max- 

Si i : M ^ B est un plongement d'un faisceau inversible de degre m > 0, M{—D) est contenu 
dans B pour tout D effectif de degre m. Considerons I'application 

C^m • ^1 ^ ^m,max ' 

donnee par [D,M) i— )• M[—D), et soit -Bm,,max son image. Notons Sat(0m,) I'image de Xf") X 

m 

par Om- Comme Xi engendre Ji, le ferme -Bm,max est irreductible de dimension 2g — 2 — 2m du 
moins, tant que 2g — 2 — 2m < g, c'est-a-dire m> (g — 2)/2. 

4.1.2 est reduit en caracteristique 3 pour g > 2. Dans ce numero, on montre que est 
toujours reduit en caracteristique 3 pour g > 2. Supposons que ne soit pas reduit. Alors il 
existe une composante irreductible (munie de la structure de sous-schema ferme reduit) de de 
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multiplicite > 2. D'apres la proposition 11.2.6^ on a alors Q = 2Q, et done Q est algebriquement 
equivalent a Gdass- 

Soit r] le point generique de Q. Comme est singulier en r], d'apres le corollaire 12.4.31 il existe 
un plongement r : ^ (sur Xi r/) de saturation M^, et un plongement t' : ^ de 
sorte que t'{L^) C M-t. Soit m = deg(M,-). Comme g > 2, L^j n'est pas d'ordre divisant 2, done 
m > 0. II existe done des diviseurs effectifs et D'^ de degre m sur la courbe ^i,r? := ^kV 
tels que L^{D^) = M^- et L~^{D'^) = M^-. En particulier, on trouve que = Ox^r^^D^ + D',^) et 

Cette derniere condition signifie que est dans le "schema des differences" Vm (definition l4. 1.1.1]) . 
Done {rj} = C V^. Par suite g — 1 < dim(V^) = min(2m,g() (j4.1.1.2p . done 2m > g — 1. Par 
ailleurs, Mr G Om, et les L de de la forme M{—D), avec M € Qm et diviseur effectif de degre 
m sur Xi, sont dans -Bm,max de dimension mm{2g — 2 — 2m, g). Comme est de dimension g — 1, 
on a 2m < g — 1- 

Finalement, on a 2m = g — 1, ce qui acheve la demonstration pour g pair. 

Pour g impair, on am = {g — l)/2 > 0. Comme est irreductible de dimension g — 1, on 
a = 0. Or est algebriquement equivalent a 2'^Vm = 4V^. Comme est algebriquement 
equivalent a 0ciass (remarq ue 11.2.6.3]) . et que la classe de la polarisation principale de 0ciass est non 
divisible dans NS(Ji), on a une contradiction. Done est reduit. 

4.1.3 Etude du lieu singulier de de dimension g — 2. Dans ce numero, on recherche les com- 
posantes du lieu singulier 0sing de de dimension g — 2, qui existent si et seulement si est non 
normal, et on montre que que ne contient pas de composante irreductible qui est un translate 
d'une sous-variete abelienne de Ji pour une courbe de genre g > 3 {le cas ou g = 2 sera traite 
dans § 14.3.2. H ou I'on montrera que est toujours integre pour une courbe lisse de genre 2 en 
caracteristique 3). 

Lemme 4.1.3.1 Supposons p = 3. Soit t un point de de codimension 1 en lequel n'est pas 
lisse. Soit Lt le faisceau inversible sur Xi^t := Xi Xj^t correspondant, alors il existe ^ ^T-L (^ \1.2. 5]) 
au-dessus de t, oil % n'est pas lisse de dimension g — 1. En particulier, ^ correspond d un plongement 
L^^ Bt de saturation avec Lt C pour un plongement Lt Bt convenable. 

Demonstration. Considerons le morphisme naturel surjectif 7^ — )■ 0, et considerons la fibre Ht au- 
dessus de t. Distinguons deux cas : 

(1) Si h^{Xi^t,B® Lt) = 1 (et done h^{Xi^t,B(E) L^^) = 1), alors le morphisme H ^ Q est un 
isomorphisme au-dessus d'un voisinage de t, et en particulier, H n'est pas lisse de dimension 17 — 1 en 
I'unique point ^ € Ti au-dessus de t £ Q. D'apres proposition 12.4.21 I'unique plongement Lt ^ Bt 
est done tel que L^^ Mt. 

(2) Supposons que h^{Xi^t, B(E)Lt) > 1, de sorte que la fibre de Ti au-dessus de t est de dimension 
> 1. Soit 0j une composante irreductible de contenant t, rji son point generique. Comme est 
reduit (I4.1.2p . le morphisme — > est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage de r/j G 0. Soit 
Tj I'unique point de % au-dessus de r/j. Notons Y I'adherence schematique de Tj dans Comme 
Ti Q est propre, Y Qi est surjectif. Soit ^ un point de Y au-dessus de t. Comme t est de 
codimension 1 dans 0, y — )• 0^ est quasi- fini en ^. Or Ti a une fibre irreductible de dimension > 1 
au-dessus de t, il y a done au moins deux composantes irreductibles de Ti qui passent par ^, et done 
7i n'est pas lisse en ^. Alors ^ correspond a un plongement ^ : L~[^ Bt de saturation M^, tel qu'il 
existe un plongement Lt ^ Bt de sorte que Lt ^ (proposition 12.4.2"]) . d'ou le resultat. □ 

La preuve du lemme suivant est immediate. 
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Lemme 4.1.3.2 Soit k un corps. 

(1) Soient A une variete abelienne, Y = x + B un translate d'une sous-variete abelienne de 
dimension < dim(A) de A. Alors le morphisme tti(Y) —?■ tti{A) est de conoyau infini. 

(2) Soit C une courhe lisse de genre g > 2 sur k, avec Jc sa jacobienne. Soit F <Z Jc un 
ferme irreductible de Jc muni de la structure de sous-schema reduit. Supposons que F contienne un 
translate C de C, alors le morphisme naturel iti{F) —?■ vri(Jc) est surjectif. En particulier, F n'est 
pas un translate d'une sous-variete abelienne de Jc- 

Soient S une composante irreductible reduite de dimension g — 2 de Osing, t € T, son point 
generique avec Lt le faisceau inversible correspondant sur Xi^t := Xi Xfc t. D'apres le lemme ci- 
dessus, il existe ^ : L'j' ^ Bt de saturation M^, et ^' : Lt ^ Bt de sorte que i'{Lt) C M^. Soit 
m le degre de M^. Comme g > 3, Lt n'est pas d'ordre divisant 2, done m > 0. Par suite, il existe 
des diviseurs Df et D't positifs de degre m de Xi^t tels que Lt{Dt) = Mj: et L^^D't) = M^. En 
particulier, = Oxi^ti^t - D[), M| = Ox^^^iDt + D[). On a done i G l~l ^m,max, par suite 

E c n B^, 

jnax- Par consequent (fl' — 2)/2 < m < g/2 pour une raison de dimension. II y a deux 
cas a distinguer : le cas ou g est pair et le cas ou g est impair. 

Cas oil g est pair. On suppose done g > 4, le cas o\\ g = 2 sera traite plus tard au § 14.3.2.11 
Alors ou bien m = {g — 2)/2, ou bien m = g/2. 

Examinons d'abord le cas m = {g — 2)/2. Alors est un sous-schema ferme irreductible de 
Ji de dimension g — 2 (j4.1.1.2p . Done S = V^. Alors une composante irreductible Gj de O qui 
contient S = ne pent etre un translate d'une sous-variete abelienne de Ji car son image par la 
multiplication par 2 serait aussi un translate d'une sous-variete abelienne, qui contiendrait Vm- Or 
Vm pour m > 0, contient un translate de Xi, d'ou une contradiction (lemme [4.1. 3. 2p . 

Examinons maintenant le cas m = g/2. Alors Am,max est equidimensionnel de dimension 2g — 2 — 
3m = I — 2, irreductible pour g > 6, et i?m,max est equidimensionnel de dimension g — 2. Done T, est 
une composante irreductible de i?m,max- En particulier, S contient un translate de Xi. Done, d'apres 
le lemme H.1.3.2| une composante irreductible 0j de Q qui contient S ne pent etre un translate d'une 
sous-variete abelienne de Ji 

Reciproquement, si une composante irreductible de ^m.max est une composante de alors 
Sat(0 m.) sera une composante S singuliere de 0, de dimension g 2, a condition que si M G 0m ) 
on ait h^{Xi, M^) > m, et on donnera plus loin un exemple pour 5 = 4. 

Cas oil g est impair. Supposons g > 3 impair. On doit examiner le cas m = (g — l)/2. Alors 
^m.max est irreductible de dimension (g — l)/2, et dim(0m) < (f? — l)/2. Par ailleurs, S est contenu 
dans Sat (0m), done 

g - 2 = dim(i;) < dim(Sat(0m)) = dim(0m) + {g - l)/2 < dim(Bm,max) = 5-1- 
Distinguons a nouveau deux cas : 

Cas (i) : dim(0m) = — 1- Soient 0m, « {i G I) les composantes irreductibles de 0m, de 
dimension — 1. Alors il existe i^ £ I tel que S = am{x["^^ x 0m,io)- En particulier, comme 
m > 0, S contient un translate de Xi, et aucune composante irreductible contenant T, n'est un 
translate d'une sous-variete abelienne de Ji (lemme [4.1.3.2p . 

Cas (ii) : dim(0m) = (<? — l)/2. Alors 0m = Am,max et 0' := Sat(0) est une composante 
irreductible de 0. 

Lemme 4.1.3.3 0' est la specialisation ensembliste d'un diviseur qui existe sur la jacobienne ge- 
nerique, par suite 0' est algebriquement equivalent a r ■ Odass f^-vec r > 1 un entier. 



33 



JiLONG TONG 



Demonstration. Gardens les notations ci-dessus. Soient 5 = {77, s} le spectre d'un anneau de valua- 
tion discrete complet contenant k, X /S une courbe propre lisse de genre g dont la fibre generique 
est la courbe generique de genre (7, et dont la fibre Xg est Xs = X. Notons J la jacobienne de X/S. 
Soit D I'image schematique du morphisme 

p^{g-l)/2 _^ j3{g~l)/2 

donne par {xi, • • • , X(^g_iy2) ^ /s(~^'^ ~ ' ' ' ~^(3-i)/2)- ^oit V I'image reciproque de V par V : = 
F* : j(9-i)/2 _^ j3{g-i)/2_ On a {V'g)red = Par ailleurs, comme X^ est generique, NS(Ji,^) ~ 
Z, ce qui implique que D'^ est algebriquement equivalent a r'Qclass avec r' > 1 un entier. Par 
specialisation, Q' = (I^^jred est done algebriquement equivalent a rOdass avec r < r' un entier > 1. 
D'ou le resultat. □ 



Revenons au diviseur G'. Alors Q' est algebriquement equivalent a rBdass avec r un entier 
strictement positif. Comme Q est algebriquement a 2Bciass) on salt que 1 < r < 2 (proposition 
ll.2.6.2p . Done ou bien r = 1, et ceci implique que Q est une somme de deux composantes translates 
de Gciass ; ou bien r = 2, et alors = 0' est irreductible (proposition ll.2.6.2p . En tons cas, ne 
contient pas de composante translatee d'une sous-variete abelienne de Ji. 

En resume, on a montre le theoreme suivant : 

Theoreme 4.1.3.4 Soient k un corps algebriquement clos de caracteristique 3, X/k une courbe 
propre lisse connexe de genre g >2. Alors : (1) Q est reduit ; (2) si g > 3, aucune composante de 
n'est un translate d'une sous-variete abelienne de Ji. 

Remarque 4.1.3.5 (Complement au cas g impair) Dans le cas g impair, il parait probable que le 
cas ou est une somme de deux composantes translatees de 0ciass ne puisse pas se produire. En 
effet, sur les complexes, il est connu (§ 3 de [Ij, voir aussi [46]) que, pour une courbe X lisse sur k, 
I'application AA — > |20ciass| qui a un fibre vectoriel semi-stable V de rang 2 de pente g — 1 sur X, 
associe son diviseur 0v, est une immersion de I'espace de modules des fibres semi-stables de rang 
2 de pente 5 — 1 vers le systeme lineaire de 20ciass si X n'est pas hyperelliptique, et induit une 
immersion 7W/{l,r} — )• |20ciass| si X est hyperelliptique (ou r est I'involution hyperelliptique de 
X). Si un tel resultat est encore vrai en caracteristique p = 3, 0^ ne pent pas etre somme de deux 
translates de 0ciass5 en raison de la stabilite de B. 

Un exemple en genre 4 n'est pas normal. Reprenons la courbe de Tango X construite 
dans rexemple ll.2.9.7l en prenant d = A. Gardons les notations de ll.2.9.7l Alors X est une courbe de 
genre 4, et M = Ox(^\=i bi — (Yl'j=i '^j)) est un sous-faisceau inversible de B (ou vr : X — )• P| 
est le revetement fini etale de degre 2, {6i}i=i,--- ,10 sont les points de X de ramification de vr, 
{cj}j=i^2,3,4 C = P tels que cj / := 7r(5j) pour tout i). Alors S := {M{-D)\D G X^^)} est un 
ferme de dimension 2 de 0. Montrons que est singulier en tons les points de E. En effet, comme 

M2 = Ox(2(E-£i&.-vr-HE;=iC,))) ^ vr*(Op(E!£ia.-2(E,tiC,))) ^ vr*(Op.(2)), on 
a h^{X,]VP) > 3. Done h°{X,M^{-D)) > 1 pour tout diviseur D effectif de degre 2. Par suite, 
pour tout D diviseur effectif de degre 2 sur X, il existe un D' diviseur effectif de degre 2 tel que 
M2 = Ox{D + D'). Done L := M{-D) ^ N ^ B est tel que L"! ~ M{-D') ^ M, c'est-a-dire, 
ces deux plongements sont orthogonaux par rapport au produit (■, •) sur B. Done, d'apres le critere 
de lissite (proposition I2.2.2|) . est singulier en L. Done contient un ferme de points singuliers de 
codimension 1, ce qui implique que n'est pas normal. 
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4.2 Le diviseur theta en genre 2 et en toute caracteristique (positive) 

Soient k un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0, X une courbe propre lisse 
connexe de genre g = 2 sur k. Notons G le diviseur theta associe au faisceau des formes differentielles 
localement exactes sur Xi. Le but de cette section est de montrer qu'au moins dans le cas ordinaire, 
aucune composante de @ n'est un translate d'une sous-variete abelienne de Ji. 

4.2.1 Analyse de la lissite aux points d'ordre p. Sur Xi, on dispose de la suite exacte suivante : 

> B F,9],f^ > . 

Pour L un faisceau inversible de degre 0, on a done h'^{Xi,B (g) L) < (g) L) = 

h°{X,n]^^j^ (2) F*L) = 1 sauf si F*L = W = Ox, ou Ton pourrait avoir hP{Xi,B ® L) = 2. On a 
done le lemme suivant : 

Lemme 4.2.1.1 Avec les notations ci-dessus, soit x & Q un point d'ordre p avec L le faisceau 
inversible de degre correspondant. Alors @ est singulier en x si et seulement si hP{Xi,B ® L) = 2. 
Cette condition equivaut au fait que le morphisme c(Si1l '■ H^{X,Q}-^i^®F*L) i7^^^^(8)L) 
est nul. 

Remarque 4.2.1.2 Soit a; = [L] G un point d'ordre p, et notons Ux la forme de Cartier associee. 
On voit L comme un sous-faisceau du faisceau des fonctions meromorphes de Xi. Soit {Ua, fa) une 
section mcromorphc dc L, on a done fa/ fp G Oxi{Ua H CZ/s)*. Commc L est d'ordre p, il existe 
Ua € Ox^{Ua)* pour cliaque a tel que fa/ = Ua/up. La forme est done la forme differentielle 
holomorphe [Ua, d{ua)/ua)- Soit u) une autre section globale de ^Xi/k "^^^ ^ forment une 

A;-base de H^{X, Q^^^j^). Ceci nous fournit une section {Ua,i^ ® faUa) de ^x/k ^^''^ I'operatcur 

de Cartier, elle donne la section {Ua, c{uaCo) ® fa) de ^Xi/k ^dx^ ^- lemme, on voit que © est 

singulier en x si et seulement si cette forme est nuUe. Ceci equivaut a dire que UaCO est localement 
exacte. 

Theoreme 4.2.1.3 Supposons que X est ordinaire de genre 2 en caracteristique p > 0. Soit H une 
droite affine dans le Fp-espace Ji\p]{k) ~ qui ne passe pas par I'origine de Ji\p]{k), alors B est 
lisse en au moins deux points de H. 

Demonstration. Soient x = [L], x' = [L'] G Q deux points d'ordre p qui ne sont pas Fp-colincaires 
dans Ji\p]{k), et notons Ux = {Ua,d{ua) /ua) et lOx' = {Ua, d{va)/va) les formes dc Cartier associees 
(ou {Ua} est un recouvrement ouvert de Xi, Ua, Va G Oxi{Ua)* tels que {Ua,Ua) (resp. {Ua,Va)) 
est un 1-cobord de correspondant a LP (resp. a L'p)). Pour le faisceau inversible L (g) L'®' 
(z = 0, • • • ,p — 1), sa forme de Cartier s'ecrit ojx + i^x' = {Ua, + ^irf )• Commc x et x' ne sont 
pas colineaires, on pent prendre {uJx-\-ix',^x} comme /c-base des sections globales dc f^^y^ pour i 7^ 0. 
D'apres ce qui precede, @ est singulier en x + ix' si et seulement si la forme {Ua,Uav\^dua/ u^) est 
localement exacte. 

Comme ujx' 7^ dans H^{X, ^x^j^), on salt que Va n'est pas une puissance p-ieme d'un element 
de Ox{Ua)- Quitte a diminuer Ua, on pent supposer que Ua s'ecrit sous la forme Ua = Y^j=o ^j^a 

avec Xj G Ox{Ua) ■ Done dua = Yl^Zlj^^vi~^dva, et vl^dua = J2^=l j X^v'^o^^~'^dva- C'est une 
forme localement exacte si et seulement si Ap_j = 0. Done, pour que Q soit singulier en x + iy pour 
1 < i < p — 1, il faut Xp-i = 0, ceci entraine que Ua est une puissance p-ieme, d'oii une contradiction. 

Ceci etant, il existe done au moins un i G {1, • • • ,p — 1} tel que O soit lisse en a; + iy. Supposons 
qu'il y en a un seul i G {1, • • • ,p — 1} tel que B soit lisse en a; + iy, et montrons que est lisse 
en X. Quitte a remplacer L' par une puissance convenable, on peut supposer que i = 1. Done 
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Ua = ^ + ^. Si O est singulier en x, ceci implique que Vadua/ua est localement exacte. Or 

Vadua/ua = {p — ^) ^p^iVa~^ dva/ {Xq + Xp_^Va~^)- Si c'est une forme localement exacte, Aq = 0, 
ce qui implique que {p — l)dva/va = dua/ua, d'oii une contradiction puisque L et M ne sent pas 
colineaires. □ 

Completons le t heor eme 14 . 2 . 1 . 3] en considerant les courbes de p-rang 1. 

Theoreme 4.2.1.4 Soit X de genre 2 et de p-rang 1. Alors Q est lisse en au mains un point d'ordre 
p (et done en deux points d'ordre p si p > 3 par symetrie). 

Demonstration. Soit x € Ji un point d'ordre p. Soit = [Ua, dua/ua) la forme de Cartier associee 
a X. Soit 00 une autre forme differentielle liolomorphe sur X telle que u et Ux forment une fc-base de 
0^^^^). Comme ^^^^/^ est un -module de rang 1, il existe une fonction meromorphe h de 
X telle que uj = hujx- Done il suffit de montrer qu'il existe un i G {1, • • • ,p—l} tel que {Ua, hv}~^dua) 
ne soit pas localement exacte. Quitte a diminuer Ua, on peut supposer que h = Yl^=o ^^"^a- Alors 

hu^~^dua = X]j=o ^j'^^iy'^~^dua est une forme localement exacte si et seulement si Ap_i = 0. Done 
si est singulier en tout ix quelque soit i S {I,-'' l}i on obtient que oo = AqW^;. Or a; et (jJ^ 
sont des formes liolomorplies sur Xi de genre 2, les diviseurs de cj et ojx sont effectifs de degre 2. 
Ce qui implique que \q ^ k — {0} : en effet, si Aq n'est pas un scalaire, Aq a un seul pole d'ordre 1, 
mais comme X est de genre 17 = 2, un tel Aq n'existe jamais. Done Aq € A; — {0}. Ceci contredit le 
fait que u: et Ux forment une fc-base de H^[Xi, $7^^^^). □ 

4.2.2 Composantes principales de Q et amplitude. 

Corollaire 4.2.2.1 Supposons X ordinaire de genre 2. Alors toute composante principale (definition 
M.S. 3\) est ample. 

Demonstration. En effet, soit D d Q une composante principale de O. Supposons qu'elle est de la 
forme x + E, avec E C Ji une courbe elliptique, x un point d'ordre p. Comme E est ordinaire, D 
contient au moins deux points x, y d'ordre p. Comme X est ordinaire, O ne passe pas par I'origine. 
Ceci entraine que x + E[p]{k) est une droite affine de Ji[p]{k) ~ qui ne passe pas par I'origine. 
D'apres le theoreme 14.2.1.31 on trouve que O est lisse en au moins deux points d'ordre p qui sont 
contenus dans D. Or D est un translate d'une sous-variete abelienne de Ji, il existe un 2; E E{k) tel 
que X = y + z, d'ou une contradiction avec 12.3.^ □ 

Completons le corollaire 14 . 2 . 2 . 1] en considerant les courbes non-ordinaires. 

Corollaire 4.2.2.2 Soit X une courbe de genre 2 de p-rang < 1. Soit Q' la reunion des composantes 
passant par I'origine. Alors Q' est un diviseur ample de Ji. 

Demonstration. Si X est de p-rang 0, comme 0' est la reunion des composantes principales de O, 
elle est ample (corollaire 11.2.7.5]) . II reste a traiter le cas ou X est de p-rang 1. Si O' n'est pas ample, 
soit E la plus grande sous-variete abelienne qui laisse stable O'. D'apres la propriete de Dirac, on salt 
que E est une courbe elliptique ordinaire (corollaire ll.2.7.6]) . En particulier, on salt que O' contient 
tous les points d'ordre p de Ji. Or est lisse en au moins un point d'ordre p (theoreme I4.2.1.4|) . 
disons X € Ji . Soit / une equation locale de en x. La propriete de Dirac nous dit que / est nulle 
dans C'ker(y),x- Considerons I'automorphisme Tx de Ji defini par y y + x. II laisse stable 0'. Done 
T*{f) est une equation locale de 0' en 0, par suite elle fait partie de I'equation locale de en 0. 
En particulier, si g est une equation locale de en 0, elle est nulle dans C'ker(V'),o- Ceci nous fournit 
une contradiction avec la propriete de Dirac (jl.2.7.7p . □ 
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4.2.3 Composantes non principales en genre 2. Dans ce numero, on etudie les composantes non 
principales. En particulier, on montre que lorsque la courbe X est ordinaire (de genre 2), ne 
contient pas de composante irreductible qui est un translate d'une sous-variete abelienne de Ji. 

Commengons par un resultat facile, qui decoule directement de la classification des fibres vecto- 
riels sur une courbe elliptique. 

Lemme 4.2.3.1 Soit E une courbe elliptique sur k. 

(1) SoitV un fibre vectoriel surE. Supposons que h^{E,V'^L) = 1, eth^{E,V®L) =0 quelque 
soit L € V\c°^i^{k). Alors V est stable. 

(2) Soit W un fibre vectoriel de E tel que hP{E,W (g) L) = h^{E,W (g) L) = 1 quelque soit 
L € V\c°^i^[k). Alors W n'est pas stable, et sa filtration de Harder- Narasimhan s'ecrit = Wq C 
Wi C W2 = W avec Wi un sous- fibre stable de degre 1, et W/Wi un fibre stable de degre —1. 

Demonstration. Soit 

Q = VqC1Vi(1-- - dVi-idViC-- - (lVr = V 

la filtration de Harder-Narasimhan de V, telle que Vi/Vi^i, pour 1 < i < r soit un fibre stable 
non-trivial de pente Aj, et que I'on ait Ai > A2 > • • • > Ar-i > Xr- On raisonne par I'absurde. 
Supposons que r > 2. Montrons d'abord que Ai > 0. Sinon, Aj < pour 1 < i < r. Les Vi/Vi-i 
sont stables done indecomposables de E. D'apres Atiyah et Oda ( |34| section 2, page 60), il existe 
exactement un Li G Je tel que hP{E, (Vi/Vi-i) Li) = h^{E, (Vi/Vi-i) Li) > 0. En particulier, 
ceci entraine qu'il n'y a qu'un nombre fini de L S J^; tels que h^{E, V (Ei L) ^ 0, ce qui contredit 
I'hypothese que h^{E, V iSi L) = 1 quelque soit L € Je- Done Ai > 0. Ensuite, montrons que A2 < 0. 
En fait, on a la suite exacte suivante : 

0^Vi^V2^ V2/V1 0. 

Comme A2 > 0, il existe au moins un faisceau inversible L tel que {V2/V1) (g) L) > 0. La suite 

exacte longue associee a la cohomologie nous montre que h^{E, V2<S)L)>2 (rappelons que Ai > 0, 
done h^{E,Vi (gL) = 0). A priori, h^{E,V (g L) > 2, d'ou une contradiction. Done A,. < puisque 
r > 2. Considerons la suite exacte suivante : 

Vr-l V/Vr-1 0, 

on trouve un morphisme surjectif : H^{E, V) — )■ H^{E, V/Vr-i) avec H^{E, V/Vj—i) 7^ (car V/Vr-i 
est stable de pente A,- < 0). Done h^{E,V) > 1, d'ou une contradiction. Done r = 1, c'est-a-dire, 
V est stable. D'ou (1). Le meme raisonnement nous montre la partie (2) du lemme. Ceci acheve la 
demonstration. □ 

Proposition 4.2.3.2 Soit D une composante irreductible (reduite) de Q, et supposons que D ne 
passe par aucun point d'ordre divisant p. Alors D n'est pas une courbe de genre 1. 

Demonstration. On raisonne par I'absurde. Supposons que D soit une courbe de genre 1. Comme 
D ne passe pas par aucun point d'ordre divisant p, il existe un morphisme fini de courbes lisses 
/ : Xi —7- E avec E une courbe elliptique, et un faisceau inversible M de degre sur Xi, tel que 
M 0Oxi f*-^ ^ ^ quelque soit L & Je = Pic^y^(fe). Comme D ne passe pas par aucun point 
d'ordre divisant p, on a h^{Xi, F^Q]^^^ (g M (g f*L) = (g F*{M (g f*L)) = 1. Done 

h^{Xi,B (g M (g f*L) = 1 quel que soit L G Je- Posons 8 = f^{B M), F = f^{F^Vl\i^, (g M) et 
Q = /*(f^x/fe ® "^^)' Oomme / : Xi — ?> E est fini, on a la suite exacte suivante : 

Q ^ £ ^ F ^ G 

et £, F et Q sont des fibres sur E avec les proprietes suivantes : h^{E,£ (g L) = h^{E,F (g L) = 
h^{E,£<^L) = 1 quelque soit L G Je, et h^{E,F(^L) = pour tout L G Je- Done, d'apres le lemme 



37 



JiLONG TONG 



precedent, on sait que T est un fibre stable sur et E admet une filtration de Harder-Narasimhan 
de la forme C £"1 C £"2 = ^ telle que E\ soit stable de pente > 0. En particulier, T admet un sous- 
fibre de pente > 0. Mais T est un fibre de degre 1 = h^{E,J-), done la pente de 81 est strictement 
plus grande que celle de T, ceci contredit la stabilite de J-. Le resultat s'en deduit. □ 

Comme coroUaire direct, on a 

Corollaire 4.2.3.3 Supposons X ordinaire de genre 2. Alors toute composante irreductihle de 
est ample. 

4.3 Cas ou (7 = 2 et p = 3 

4.3.1 Un resultat classique. Le resultat suivant est classique, qui decoule sans difficulte du tlieo- 
reme d'indice de Hodge. 

Proposition 4.3.1.1 Soit k un corps algebriquement clos de caracteristique quelconque, X/k une 
courhe propre lisse connexe de genre 2. Soit D un diviseur effectif sur J, qui est algebriquement 
equivalent d 20ciass- Alors : 

(1) Ou hien D est irreductihle, 

(2) Ou hien D = Xi + X2 oil Xi est un translate de Bdass- 

(3) Ou hien X est un revetement de degre 2 d'une courhe elliptique, et D = (xi +Ei) + {x2 + E2) 
oil Ei est une courhe elliptique Xi (z J. De plus, Ei ■ E2 = 4:. 

4.3.2 Irreductihilite de G pour g = 2 et p = 3. 

Theoreme 4.3.2.1 Soit X une courhe lisse propre connexe, de genre g = 2 sur un corps k alge- 
briquement clos de caracteristique p = 3. Soit B son diviseur theta associe au faisceau B. Alors 
le faisceau Q \1.2.4^ est inversihle de degre 4 sur 0. De plus Q est integre, et ses seuls points 
singuliers sont ses points de torsion d'ordre divisant 2. 

Voici un lemme qui est extrait de |4] (proposition 3.1 de [4]). 

Lemme 4.3.2.2 Soit E un fibre stable de rang r > 2 et de pente A < 1. Soit F le sous-faisceau 
engendre par les sections globales H^{X,E) de E. Alors F est un sous-fibre de E qui est isomorphe 
a avec n = hP{X,E). 

Corollaire 4.3.2.3 Soit E est un fibre stable de rang r > 2 et de pente < 1, alors h^{X, E) < r. 

Demonstration du theoreme \4 -3.2.1] Comme p = 3 et g = 2, \e fibre vectoriel stable B est de pente 
1 et de rang 2. D'apres le lemme precedent, pour tout L faisceau inversible de degre sur Xi qui 
correspond a un point x € 0, on a h^{Xi,B L) = 1. En particulier, le faisceau Q est inversible 
sur (lemme [L2]4?I]). Soit d son degre. Comme {-1)*Q (g) Q ~ we ~ Oj^{Q)\e (§ [031), on 
a d = deg{ujQ)/2 = 4. Comme B est stable de pente 1, soit L^^ ^ B I'unique plongement (a 
multiplication par un scalaire pres) de dans B, alors est egal a sa saturation. Done si x G 
est un point singulier, d'apres le critere de lissite [272.2[ il faut et il suffit que Hom(L,L~^) ^ 0. Ceci 
equivaut au fait que = Oxi- 

11 reste a montrer que est integre. Comme p = 3,0 est un diviseur efi'ectif reduit algebriquement 
equivalent a 20ciass- Done on a I'une des trois possibilites pour decrites dans la proposition 14. 3 . iTTl 
D'apres [40], contient au moins une composante irreductible qui n'est pas un translate d'une sous- 
variete abelienne, ceci exclut le cas (3). Si = 0i + 02 ou 0j = Xj + 0ciass est un translate de 
©class avec Xi € Ji{k) un point ferme. Comme est symetrique et reduit, xi = — X2 et Xj n'est 
pas un point d'ordre 2. Montrons que ceci entraine que B n'est pas stable. En fait, notons Sxi 
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I'espace de modules des fibres semi-stables de rang 2 et de determinant ^Xi/k' Ra-ppelons qu'on a 
I'identification cp : Sxi |20ciass| qui envoie E € Sxi sur le diviseur tlieta associe a E ([33]). De 
plus, le diagramme suivant est commutatif : 

Jl Sxi 




dans lequel Kxi '■ Ji — > |20ciass| est defini par a i— )■ (a + ©class) + (—a + ©class), et 6 : Ji — )• Sxi est 
la fleclie naturelle associee au faisceau (7^ 5) 5) avec V un faisceau de Poincare de Xi 

et 6 une caracteristique theta de Xi. Alors Kxi induit une immersion fermee Ji/{±1} — >■ |20ciass|- 
Comme = (x + Qdass) + + ©class) = Kxi{x) = 4>{b{x)), B = h{x) est done un fibre non-stable, 
ce qui nous donne une contradiction. Ceci exclut le cas (2). Done d'apres le theoreme precedent, © 
est irreductible, done integre. □ 

4.3.3 Lien avec les varietes de Prym. On suppose p = 3. On considere une courbe lisse X/k 
de genre 2, tel que © soit lisse sur k, ce qui est realise si X est assez generale. Par suite, Q/k est 
une courbe lisse de genre 5, et Q est inversible sur © (theoreme 14. 3 . 2 . Ij) . Notons Ji la jacobienne de 
Xi. Alors © se descend en un diviseur de Cartier eflPectif D sur la variete de Kummer associee a Ji. 
Comme © est lisse, il ne passe pas par un point d'ordre divisant 2 de Ji. Done D est une courbe 
lisse connexe de genre 3 de la surface de Kummer, et tt : © — > D est un revetement etale de degre 
2. Soient Nm : Jq le morpliisme de norme, et P := (ker(Nm))° la variete de Prym associee, 

qui est une variete abelienne de dimension 2 sur k. Alors ker(Nm)/P ~ Z/2Z ([32j). 

Comme le morpliisme naturel — >■ Jq est une immersion fermee, ^ et que C ker(Nm), on a 
P = Jl . Par ailleurs, d'apres § ll.2.4| on a un isomorpliisme (— 1)*Q(8) Q — ooq avec we = Oj-^{Q)\q 
le faisceau canonique de ©. Soit 9 un diviseur tlieta classique symetrique de Ji, et posons Q' = 
Q^(.Oj,{-e)\e), alors (-1)*Q' Q' ~ Ce (proposition HXS]). Done Q' G ker(Nm). 

Proposition 4.3.1 Avec les hypotheses ci-dessus, le faisceau Q' est dans la composante connexe de 
ker(Nm) qui n'est pas la composante neutre. 

Demonstration. Soit S le spectre d'un anneau de valuation discrete complet, strictement henselien, 
de point generique r] et de point ferme s. Soit X/S une courbe propre lisse sur S, dont la fibre speciale 
est X (a un cliangement de base sur k pres), et dont la fibre generique est la courbe generique de 
genre 2. Soient B le faisceau des formes diff^erentielles localement exactes de X, ©g le diviseur theta 
(relatif) associe a B. Notons comme avant Qs le faisceau sur ©g a partir de B apres un clioix d'une 
section de X/S (§ ll.2.4p . Soit J7i la jacobienne de X/S. Comme ©g est totalement symetrique 
(ll.2.3.3p . il se descend en un diviseur V sur la surface de Kummer S associee a J'l. Par I'hypothese, 
le schema ©g est lisse sur S, done ©g ne passe pas par un point d'ordre divisant 2. Ceci entraine 
que V est lisse sur S, et que le morphisme ©g ^ 2? est fini etale de degre 2. Comme g = 2 et 
p = 3, Qb/S (resp. T>/S) est une courbe relative de genre 5 (resp. de genre 3). Soit Je^ (resp. Jxi) la 
jacobienne de ©g (resp. de V). On a un morphisme naturel Nm : Je^ Jx>- Soit P := (ker(Nm))° 
la variete de Prym associee k Qq ^ T). Alors P est un schema abelien sur S de dimension relative 
2, et n := ker(Nm)/P ~ Z/2Z d'apres la theorie des varietes de Prym. 

Par ailleurs, le morphisme naturel Jeg est une immersion fermee, par suite J'^ = P. 

Notons ©ciass,sym un diviseur theta classique symetrique de ^i, on a Oj^ (©) = Oj^ (2©ciass,sym)- Done 

1. Get enonce est du type "Lefschetz" (SGA2 [13|). II n'est pas automatique pour toute surface en caracteristique 
p > 0, par suite du defaut de validite du "vanishing de Kodaira", mais ne pose pas de probleme pour les surfaces 
abeliennes. 
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(-l)*QB(-0class,sym) ® Qb (-©class.sym) - Oq^ p.2.4p. Par Consequent, := QB(-0ciass,sym) est 
un faisceau inversible de degre sur S, done il appartient a Jog- En effet, comme {—1)*Q'q <E) Q'q — 
Oeg) il appartient a ker(Nm). Comme Qgj^ done Q^,^ ne provient pas d'un faiseeau inversible sur 
c7i,?7 (proposition I3.3.1.ip . le morphisme naturel S — )• ker(A^m) — )• 11 induit par n'est pas la 
seetion nulle. Comme S est connexe, ce qui implique que Qi3,s ^ J'ls- D'ou le resultat. □ 

Remarque 4.3.2 On salt comment decrire le faisceau Q dans ce cas. En fait, Q est seulement defini 
a une tensorisation pres avec un faisceau inversible algebriquement trivial qui provient d'un faisceau 
inversible de la jacobienne. II suffit done de caracteriser I'image de Q(— Ociass,sym) dans Je/Ji- Et 
d'apres la preuve de la proposition ci-dessus, on pent carateriser Q comme le faisceau qui appartient 
a la composante connexe de ker(A^m)/Ji C Je/Ji autre que la composante neutre. Avec ce resultat, 
et en appliquant la transformation de Fourier-Mukai inverse, on peut retrouver le faisceau B et la 
courbe X a partir de la variete abelienne Ji et du diviseur C Ji. 

5. Groupe fondamental et diviseur theta 

Soient k un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0, X/k une courbe propre lisse 
connexe. Soit x un point geometrique de X, on note tti{X,x) le groupe fondamental de X associe a 
X. Par definition (|12). expose V), ■7Ti{X,x) classifie les revetements finis etales de X. De plus, soit 
x' un autre point geometrique de X, il existe un isomorphisme 7ri(X, x) ~ tti(X,x'). Done, s'il n'y 
a pas de besoin de preciser le point geometrique, on note simplement vri(X) le groupe fondamental 
de X. 

Le groupe fondamental tti{X) est mal connu. Concernant sa variation dans I'espace de modules 
des eourbes ([37J, [40j, [44J), le resultat le plus frappant est le suivant du a A. Tamagawa. 

Theoreme. (Tamagawa [44]) Soient S = Specfc[[T]] de point generique r], et de point special s, 
Xj S une courbe relative propre et lisse, de genre g >2, dont la fibre speciale Xs est definissable sur 
un corps fini. Alors si le morphisme de specialisation sp : 7ri{Xf^) — > 7ri(Xs) est bijectif, la courbe 
relative X/S est constante. 

La demonstration de ce theoreme utilise le diviseur B, mais celui-ei ne permet de eontroler qu'un 
certain quotient metabelien du vri, a savoir yr^"^™'™'^ (^on renvoye a |40| pour la definition de yr^''™'™'^^ 
et la relation entre et vr^''"'™'^). On peut se demander si I'analogue du resultat de Tamagawa 
est encore vrai quand on remplace le tti par son quotient y^^''"'™'^. En fait, on est tres loin de 
pouvoir repondre a cette question faute de renseignements suffisants sur la geometric de O et sur la 
"saturation" de la torsion. Toutefois, on donne une reponse positive lorsque la fibre speciale Xg est 
supersinguliere. 

Plus precisement, soient S le spectre d'un anneau de valuation discrete, strictement henselien, de 
point ferme s et de point generique 77, X/S une S'-courbe propre lisse a fibres geometriques connexes. 
On a, d'apres Grotliendieck, un morphisme surjectif de specialisation sp : ■ni{Xf^) —?■ tti(Xs). II induit 
un morphisme de specialisation sur y^^'^"'™'^. La question suivante se pose naturellement : 

Question 5.1 Gardons les notations ci-dessus. On suppose que Xg est definissable sur un corps 
fini, et que le morphisme de specialisation : 

new.ord /x^ \ , new.ord /^^ \ 
sp : TT^ ' (Xfj) TT^ ■ {Xs) 

est bijectif. Alors X est-elle constante ? 

Commengons par traduire cette question au moyen de G. 
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Definition 5.2 Soit A une variete abelienne sur un corps k algebriquement clos de caracteristique 
p > 0. Soit X € A un point de A d'ordre n premier d a, on note Sat(3;) I'orbite de x sous V action 
naturelle du groupe (Z/nZ)* des unites de I'anneau 'L/n'L. De plus, soit X un ensemble de points 
de p' 'torsion, on note Sat(X) = U^gxSat(x). 

Pour tout n > entier tel que {n,p) = 1, les points de n-torsion de Ji sont decomposes sur 
S. Done le morphisme de specialisation rj s induit une bijection sur les points de p'-torsion 
Ji,ri{p'} — Ji,s{p'} (pour une variete abelienne A/k dont les points de p'-torsion sont decomposes, 
on note j4{p'} I'ensemble des points de p'-torsion de A). Sous cette identification, on a 0^{p'} := 
©rjH Ji_^{p'} C @s{p'} '■= ©sH Ji^s{s}. Par suite, Sat(0^{p'}) C Sat(0s{p'}). L'observation suivante 
est importante dans les applications de a I'etude de la variation de tti. 

Proposition 5.3 ([40], proposition 2.2.4) Soit X une courbe propre et lisse sur S, d fibres geo- 
metriques connexes telle que les points de p' -torsion de la jacobienne Ji de Xi soient constants. 
Alors pour que le morphisme de specialisation 

sp : vr^ (A^^j^vr^ (Ag) 

soit un isomorphisme, il faut et il suffit que sp induise une bijection Sat(0^{p'}) ~ Sat(0s{p'}). 

Done I'etude de la variation de tj-J^'^™'™'^ gg^ ramenee a I'etude de la variation de la saturation des 
points de p'-torsions de 0. 



Rappels et notations. Soit k un corps algebriquement clos. 

(1) Soit k C K une extension de corps, et soit A/K une variete abelienne. II existe une plus 
grande sous-variete abelienne B de A, appelee la k-partie fixe ou la k-trace, qui est isogene a une 
variete abelienne definie sur k. Le "supplementaire" C de B dans A est la k-partie mobile. 

(2) On dit qu'une sous-variete fermee X C A est de p' -torsion si X{p'} := X r\ A{p'} est dense 
dans X. 

(3) On dit que A est supersinguliere, si A est isogene a un produit de courbes elliptiques super- 
singulieres. Si X est une courbe lisse, on dit que X est supersinguliere si sa jacobienne Jx Vest. 

Theoreme 5.4 Soit S le spectre d'un anneau de valuation discrete strictement henselien (de ca- 
racteristique p > 0), de point ferme s et de point generique r]. Soit X/S une S-courbe propre lisse, 
a fibres geometriques connexes de genre g > 2. Notons J/S la jacobienne de X/S, C Ji /e divi- 
seur theta. Supposons que Xg soit une courbe supersinguliere definissable sur un corps fini, et que le 
morphisme de specialisation 

new,ord/-t^ \ , new,ord/-tA \ 

sp : vr^ (A^^j^vr^ (Ag) 
soit un isomorphisme. Alors X est constante. 

Lemme 5.5 Soient k un corps algebriquement clos, C /k une courbe projective lisse connexe. Suppo- 
sons qu'une composante irreductible 0j de Qq soit de p' -torsion, et soit translatee d'une hypersurface 
abelienne H. Notons E la courbe elliptique Jqi/H, et soit a E Jci tel que Qi = a -\- H . Notons a' 
I'image de a dans E. Alors si E est ordinaire, a' 7^ 0. 

Demonstration. Notons Vh (resp. Vj) le Verschiebung de H (resp. de J := Jc'i)- Alors si E := J/H 
est ordinaire, ker(VH) = ker(Vj). Supposons que a' = 0, en d'autres termes, 0j = H. En particulier, 
ker(Vj) = ker(yf/) C 0i C ©c, on obtient done une contradication avec la propriete de Dirac 
(|1.2.7.7p . d'ou le resultat. □ 
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Le lemme ci-apres est le point cle ou Ton utilise la supersingularite pour controler la saturation 
de la p'-torsion. 

On dit qu'une composante irreductible d'un diviseur dans une variete abelienne est abelienne si 
elle est une translatee d'une hypersurface abelienne. 

Lemme 5.6 Soient k = Fp une cloture algebrique de Fp, C/k une courhe lisse connexe projective 
supersinguliere. Soient Y C & un sous-ensemble ferme de Q tel que Sat(0{p'}) = Sat{Y{p'}). 
Notons D la reunion (muni de la structure de sous-schema ferme reduit) des composantes de 
autre que les composantes aheliennes non principales M.S. ^) de 0. Alors D ^ ^, et D est aussi 
ample. 

Demonstration. On raisonne par I'absurde. Si D n'est pas ample, comme J est supersinguliere, il 
existe une courbe elliptique E de J qui laisse D stable par translations. Notons tt : A —?■ J / E =: B 
la projection naturelle (J = Jci la jacobienne de Ci). Et soit A le diviseur de B tel que D' = 7r*(A). 
Notons 0' la reunion des composantes abeliennes de qui ne passent pas par I'origine. Alors Sat(0') 
est encore une reunion finie de translatees d' hyper surf aces abeliennes. Ecrivons 

Sat(0') = Sati U Sat2, 

ou Sati est la reunion des composantes de Sat(0') qui sont laissees stable par E. Alors vr|sat2 '■ 
Sat2 — > B est un morphisme fini surjectif, et il existe un diviseur Ai de B tel que Sati = 7r*(Ai). La 
reunion des composantes principales de est ample (I1.2.7.6P . II existe done une composante j de 
telle que vrle- : 0j — > S soit surjectif. Puisque 0j est principal, elle n'est pas contenue dans Sat(0'). 
On pent done trouver un ouvert non-vide V C B, tel que y PI (A U Ai) = 0, et que pour tout b (zV, 
on ait TT~^{b) H 0j ^ 7r~^{b) R Sat2- Notons Y' la reunion des composantes irreductibles de Y qui 
ne sont pas composantes de Sat2. Et notons G = Tr(Y'). Alors G est un ferme de B tel que G ^ B. 
Posons G' = G U A U Ai. C'est un ferme propre de B. II existe done b G V{k) tel que b ^ Sat(G') 
(lemme 4.3.5 de |38|). Soit a € ©j tel que 7r(a) = b. Comme Sat(0) = Sat(y), il existe a' (z Y tel 
que a G Sat(a'). Comme 7r(a) ^ Sat(G'), on a 7r(a') ^ Sat(G'). Done a' G Sat2, d'ou a G Sat2 (car 
Sat2 est sature). On en deduit que 7r~^(5) fl 0j C Sat2, ceci nous donne une contradiction avec la 
definition de V, et finit done la demonstration. 

□ 

Pour montrer le theoreme 15.41 rappelons d'abord, d'apres Hrushovski, la structure d'une sous- 
variete de p'-torsion d'une variete abelienne. 

Definition 5.7 ([40j) Soient K une extension de Fp, A une variete abelienne sur K . 

(1) On dit que A est constante (resp. constante a isogenic pres) si A est isomorphe (resp. isogene) 
a une variete abelienne definissable sur Fp. 

(2) Lorsque A est constante a isogenic pres, on dit qu'une sous-variete ferme Z C A est constante 
a isogenic pres s'il existe une isogenic u : Ao K — >■ A avec Aq une variete abelienne sur Fp, et 

si Z est I'image par u d'une sous-variete reduite Zq de Aq K qui est definie sur Fp. 

Theoreme 5.8 (Hrushovski, [20]) Soient K un corps de caracteristique p > qui contient une 
cloture algebrique Fp de Fp, A une K-variete abelienne, X un K -sous-schema ferme de A, integre, 
tel que I'ensemble des points de X de p' -torsion soit Zariski dense dans X. Notons B le plus grand 
sous-schema abelien de A qui laisse stable X et soit C la (Fp-)partie fixe de A/B. Alors X est le 
translate par un point de p' -torsion d'une sous-variete de p' -torsion d isogenic pres de C. 

Remarque 5.9 La preuve d'Hrusliovski utilise la tlieorie des modeles. R.Pink et D. Rossler donnent 
dans [36j une autre preuve dans le language de la geometric algebrique. 



42 



Diviseur theta et formes differentielles 



Demonstration du theoreme \5.4\ Notons D contenu dans introduit dans le lemme 15.61 Alors D 
est ample. Soit D!^ la reunion des composantes de 0^ qui sont de p'-torsion et dont Tadlierence 
schematique 0j a une fibre speciale ayant au moins une eomposante eontenue dans D. Done D'^ est 
ample (|5.6p . Soit D'- ^ = a^ + Hrj une eomposante abelienne de D'^, son adherenee sehematique s'eerit 
D'-^ = a + H, avee H = H^. Par definition de D, Og + Hg est prineipal, done Og € Hg, d'ou a H. 
Done E := J/H est supersinguliere (|5.5p . Notons la partie mobile de J^. On salt done que D'^^ 
est trivial sur M^. Soit D'^^ une eomposante non abelienne de D'^, d'apres Hrusliovski (jS.Sp . D^^ 
est I'image reeiproque d'un diviseur de la partie fixe de J^, est done aussi trivial sur M^. Finalement 
D'^ est a la fois ample et trivial sur Af^, done = 0. En d'autre terme, la partie fixe de est 
egale a J^. 

Soit ensuite Q'^ la reunion des eomposantes irreduetibles de p'-torsion. Par 15. 6| le diviseur Q'^ 
est ample. Comme Jr^/rj est egale a sa partie fixe, il existe (p : A J^j une 77-isogenie de varietes 
abeliennes avee A une variete abelienne eonstante, telle que N := ker(0) est un groupe radieiel. On 
va montrer que N est constant. Sinon, notons D' := 0*0^ I'image reeiproque de O^ dans A. Alors D' 
est un diviseur eonstant de p'-torsion. Soit G le plus grand sous-seliema en groupes radieiel de A qui 
laisse stable D'. Le fait que D' est constant implique que G Vest aussi. Et par definition de D', on a 
N C G. Puisque n'est pas eonstant, G' := G/N est un groupe radieiel non trivial. Done Q'^ pent 
se deseendre en un diviseur A sur .Irj/G' . Or le nombre d'interseetion (A^) est > g\, il en resulte que 
(©jf) > P^g^-, mais comme O^ est algebriquement equivalent a p — 1 fois le diviseur tlieta classique 
(|1.2.3p . on a (Ojf) < (6^) = (p - 1)^5!. On obtient done pf < (p - l)^, d'ou une contradiction. 
Par consequent, le groupe radieiel A^ est en fait eonstant. En partieulier, est eonstante, ee qui 
implique que le groupe de Neron-Severi de est un groupe etale consant. Done sa polarisation 
prineipale definie par le diviseur theta classique est aussi eonstante (a equivalence algebrique pres). 
Finalement, il suffit d'utiliser le theoreme de Torelli ([35j) pour eonelure que X/S est eonstante. □ 

Remarque 5.10 Revenons a la question 15.11 La reponse serait positive si les deux conditions 
suivantes etaient satisfaites : 

(CI) : Pour C une courbe lisse projective eonnexe de genre g >2, le diviseur O ne eontient pas 
de eomposantes abeliennes. 

(C2) : Soient A une variete abelienne sur une cloture du corps premier, D diviseur ample de 
p'-torsion, et F un ferme de D tel que Sat(F) = Sat(D). Alors la reunion des eomposantes de D 
eontenues dans F est un diviseur ample. 

En fait, soit Oj^ la reunion des eomposantes de p'-torsion, il resulte alors de (CI) et (C2) que O^ 
est ample. Ensuite, d'apres Hrushovski et par (CI), Jrj est egale a sa partie fixe. On eonelut que J, 
et puis X sont constantes par le meme argument que dans le eas supersingulier. 
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